
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

אינפי ב



תוכן העניינים

1 1. סדרות

6 2. טורים עם איברים קבועים

10 3. פונקציות של שני משתנים

20 4. נגזרות חלקיות

26 5. כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים

30 6. פונקציות הומוגניות-משפט אוילר

38 7. אינטגרלים כפולים

44 8. קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים

46 9. קיצון של פונקציה רבת משתנים (רמה מתקדמת) - הריבועים הפחותים

48 10. קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ (כופלי לגראנז')

51 11. קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

53 12. קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה

54 13. אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

56 14. אינטגרלים בשיטת ההצבה

58 15. אינטגרלים מיידיים ואינטגרלים בשיטת "הנגזרת כבר בפנים"

64 16. אינטגרלים של פונקציות רציונליות

68 17. האינטגרל המסוים, סכומי רימן

73 18. שימושי האינטגרל המסויים (שטח-אורך קשת)

84 19. קווים ותחומים במישור, משטחים וגופים במרחב

111 20. פונקציות של מספר משתנים - מבוא, קווי גובה, משטחי רמה

119 21. גבולות ורציפות של פונקציות של מספר משתנים



אינפי ב
פרק 1 - סדרות

תוכן העניינים

1. היכרות עם סדרות  י (ללא ספר)

2. חישוב גבול לפי כללי חשבון גבולות י 1

3. חישוב גבול לפי אוילר י 3

4. חישוב גבול לפי כלל הסנדוויץ י 4
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 לפי כללי חשבון גבולות חישוב גבול 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב
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 ! הערה חשובה מאוד
 כאל מספר טבעי!   x. יש להתייחס אל x המשתנה –  nבפתרון המלא, יופיע במקום המשתנה 

 במקום סדרה.   לממשיים( ולכן לעיתים אומר פונקציה בנוסף, יש לזכור שסדרה היא פונקציה )מהטבעיים  
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 תשובות סופיות 
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 אוילרחישוב גבול לפי 

 שאלות 

 :הבאיםאת הגבולות  וחשב
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 תשובות סופיות 
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 כלל הסנדוויץ'חישוב גבול לפי 

 שאלות 

 : 5-1בשאלות את הגבולות  וחשב
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 תשובות סופיות 
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אינפי ב
פרק 2 - טורים עם איברים קבועים

תוכן העניינים

1. טורים מתכנסים וטורים מתבדרים י 6

2. מבחני התכנסות לטורים י 8

5

5
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 טורים מתכנסים וטורים מתבדרים

 שאלות 

 טור גיאומטרי

 את סכומו.  ו . במידה והטור מתכנס, מצא6-1בשאלות את התכנסות הטורים  וקבד
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 טור טלסקופי 

 את סכומו.  ו. במידה והטור מתכנס, מצא11-7בשאלות את התכנסות הטורים  וקבד
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 טור הרמוני מוכלל 
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פרק 2טורים עם איברים קבועים
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 תכונות אלגבריות של טורים

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: ואת התכנסות הטורים הבאים )קבע וקבד (13
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 תשובות סופיות 
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 מבחני התכנסות לטורים

 שאלות 

 מבחן ההתבדרות
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 מבחן האינטגרל

 אם הטור מתכנס או מתבדר(:  ו)קבע  5-2בשאלות את התכנסות הטורים  וקבד
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 מבחן ההשוואה ומבחן ההשוואה הגבולי

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: ואת התכנסות הטורים הבאים )קבע וקבד
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 מבחן המנה ומבחן השורש

 אם הטור מתכנס או מתבדר(: ואת התכנסות הטורים הבאים )קבע וקבד
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 תשובות סופיות 
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אינפי ב
פרק 3 - פונקציות של שני משתנים

תוכן העניינים

1. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 10

2. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 12

3. משטחים מפורסמים י 14

4. נספח - משטחים ממעלה שנייה י 16
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 
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5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 
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11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2 21

( , ) 5
4

D x y x y x
 

=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +  

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

 

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −     
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 .מהמפת קווי הגובה/ר אתו אותו ושרטטו , תחום הגדרה  ומצא ,6-1 בשאלות

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 
 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 
 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y  .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר 
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 משטחים מפורסמים 

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  את ו ושרטטו זה

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 את המשטחים הבאים: ו ושרטט וזה (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 כל אחד מהמשטחים הבאים: וזה (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2  את החיתוך בין המשטח  ומצא (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (7

2את המשטח  וזה . א 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 עם הישר הנ"לאת נקודות החיתוך של המשטח   ומצא .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2 את החיתוך בין שני המשטחים  ומצא (8 2 2( 10) 24x y z+ + − =, 

2-ו 2 2 64x y z+ + = . 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב
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 על הסעיפים הבאים: וענ (9

2את המשטח   וזה . א 2 236 4 9 36z x y+ −  אותו.  וושרטט =

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישור מורש .ב
 שנמצאים כולם על המשטח מסעיף א'.ו

 

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים להלן נספח עם •

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי מעלה.  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-ג. היפרבולואיד חד )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ ) שמרכזו בנקודה = )0,0,12. 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

59נקודות החיתוך הן  2 112
5 9 9

(7,0, 12), ( , , )A B− − −. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה   = )0,0,7 . 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 אליפסות;:  החתכים במישורי הקואורדינטות הם  תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 והחתכים הנ"ל הם מעגלים.  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy    ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים    yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 היפרבולות.הם 

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

במישור  תיאור כך הם החתכים   xy:  החתך  הוא אליפסה; 

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 

 

1

פרק 3פונקציות של שני משתנים

16

16



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 המתאיםיריעתי  הוא על הציר -* מרכז היפרבולואיד חד

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 נפתח כלפי מטה.  הפרבולואיד
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

  

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר  xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         נפתח כלפי מעלה ואם 0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= −−−

→− → →

0

0
0 1

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

, 1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

x

x
a

y a a a a a

y a a a a

y

+

− 

− 
 

= −  = 

=  = = = 

= =  = =

1

33 3

(from right)
1

1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

_______________________________________________________________

x

x

e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

______

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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אינפי ב
פרק 4 - נגזרות חלקיות

תוכן העניינים

1. נגזרות חלקיות מסדר ראשון י 20

2. נגזרות חלקיות מסדר שני י 22
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 מסדר ראשון  נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהאת הנגזרות החלקיות מסדר ראשון של  וחשב 6-1בשאלות 

1) 3 2 2( , ) 4 3 2 3f x y x x y x y= − + + 2) 5( , ) lnf x y x y= 

3) 
( )2 4

2

5ln
( , )

5 y

x y y y
f x y

y y y

+
=

+ +
)רק 

xf.) 4) ( ) ( )2 3( , ) 2 3f x y x y x y= +  + 

5) 
2

2

3
( , )

x y
f x y

x y

−
=

+
 6) 2 3( , , )f x y z xy z= 

  

)נתון:  (7 ) ( ), lnz x y x y= + . 

  כי וחיהוכ
1

2

z z
x y

x x

 
 +  =
 

. 

 

)נתון:  (8 ) 2 1
, , xf x y z e y

z

 
= − 

 
 . 

: וחשב
1 1 1

0, 1, , 0, 1, , 0, 1,
2 2 2

f f f

x y z

       
− − −     

       
. 

 

 

 

 הערת סימון

1 2( , ) ;x y

f f
f f x y f f f f

x y

 
=  = = = =

 
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 סופיות תשובות 

1) 2 212 6 2xf x xy= − +  26 3yf x y= − + 

2) 45 lnxf x y=   
5

y

x
f

y
= 

3) 
( )4

2

5ln
2

5
x y

y y y
f x

y y y

+
=

+ +
 

4) 2 36 6 2xf x xy y= + +  2 3 26 12 3yf xy y x= + + 

5) 
( )

2 2

2
2

2 3
x

x xy y
f

x y

+ +
=

+
  

( )

2 2

2
2

3 3 2
y

x y x y
f

x y

− + −
=

+
 

6) 2 3

xf y z=   32yf xyz=   2 23zf xy z= 

 הוכחה.שאלת  (7

8) 
1 1 1

0, 1, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 4
2 2 2

f f f

x y z

       
− = − − = − − =     

       
 

 

 הערת סימון

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 מסדר שני נגזרות חלקיות

 שאלות 

 : הפונקציה הנתונהשל   עד סדר שניהנגזרות החלקיות כל את  וחשב 13-1בשאלות 

1) 2 2 2( , ) 4 4 10f x y x x y x y= − + + 
 

2) 4( , ) lnf x y x y= 
 

3) 3 3( , ) 6f x y x y xy= + − 
 

4) 3 3( , ) 3(1 )( )f x y x y y x y= + + − + 
 

5) ( , ) ( )f x y xy x y= − 
 

6) ( , ) ( 9)(2 6)(4 3 12)f x y x y x y= − − − + 
 

7) ( , ) ( )xyf x y e x y= + 
 

8) ( )2 2( , ) x yf x y e x y+= + 

 

9) ( ) ( )2 2
2 2( , ) 2

x y
f x y x y e

− +
= + 

 

10) ( )2 2( , ) ln 1f x y x y= + + 

 

11) ( )2 2( , ) lnf x y x y= + 

 

12) ( )2 23( , ) lnf x y x y= + 

 
13) ( , , )f x y z xyz= 

  

1
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)  וחשב (14 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y xy x y= − −. 

 

)  וחשב (15 )' 1,1xyf,  עבור( ) ( )2 2, lnf x y x y= +. 

 

)  וחשב (16 )' 1,1xyf,  עבור( ) 2 2,f x y x y= +. 

 

)נתון:  (17 )
2

,
ln

x
f x y

y x
=

+
 . 

): וחשב ) ( ) ( )
2 2 2

2 2
1, , 1, , 1,

f f f
e e e

x y x y

  

   
. 

 

 

 

 

 ערת סימוןה

1 2

2 2

11 222 2

2 2

12 21

( , )

x y

xx yy

xy yx

f f
f f f f

x y

f f
f f x y f f f f

x y

f f
f f f f

y x x y

 
= = = =
 

 
=  = = = =

 

 
= = = =
   
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 תשובות סופיות 

1) 28 2 4xf x xy= − +  28 2xxf y= −  22 10yf x y= − + 
22yyf x= −   4xyf xy= −  4yxf xy= − 

2) 34 lnxf x y=   212 lnxxf x y=  
4

y

x
f

y
= 

4

2yy

x
f

y
= −   

34
xy

x
f

y
=  

34
yx

x
f

y
= 

3) 23 6xf x y= −   6xxf x=  23 6yf y x= − 

6yyf y=    6xyf =  6yxf = − 

4) 23 3 3xf x y= + −  6xxf x=  23 3 3 6yf y x y= + − − 

6 6yyf y= −   3xyf = − 

5) 22xf xy y= −   2xxf y=  2 2yf x xy= − 

2yyf x= −   2 2xy yxf f x y= = − 

6) 22 8 3 1 24 0 57 1 72 0 0xf xy y x y = −  − − +  + + + 

22 4 1 3 2 0 54 57 1 0 27 0yf x x y y x =  −  − − +  + + +  

 2 8 0 24xxf y= − −  2 0 6 1 54 0 0yyf x= −  − + +, 

 2 8 1 6 0 57 0xyf x y=  − − + + 

7) ( )2 1xy

xf e xy y= + +  ( )2 1xy

yf e x xy= + + 

( ) ( )2 1 0 0xy xy

xxf e y xy y y e=  + + + + +  

( ) ( )2 1 0xy xy

yyf e x x xy x e=  + + + +  

( ) ( )2 1 2xy xy

xyf e x xy y x y e=  + + + +  

8) ( )2 2 2x y

xf e x y x+= + +  ( )2 2 2x y

yf e x y y+= + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

xxf e x y x x e+ += + + + + 

( ) ( )2 2 2 2 2x y x y

yyf e x y y y e+ += + + + +  

( )2 2 2 2x y x y

xyf e x y x y e+ += + + +  

9) ( )
2 2 3 22 2 4x y

xf e x x xy− −= − −  ( )
2 2 2 34 2 4x y

yf e y x y y− −= − − 

( )( ) ( )
2 2 2 23 2 2 22 2 2 4 2 6 4x y x y

xxf e x x x xy x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 22 3 2 22 4 2 4 4 2 12x y x y

yyf e y y x y y x y e− − − −= − − − + − −  

( )( ) ( )
2 2 2 23 22 2 2 4 4 2x y x y

xyf e y x x xy x y e− − − −= − − − + −  

1
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10) 
2 2

2

1
x

x
f

x y
=

+ +
     

2 2

2

1
y

y
f

x y
=

+ +
  

( )
2

2 2

2 2

1
xy

y x
f

x y


=

+ +
    

( )
( )

2 2

2 2

2 1 2 2

1
yy

x y y y
f

x y

 + + − 
=

+ +
 

11) 
2 2

2
x

x
f

x y
=

+
  

2 2

2
y

y
f

x y
=

+
  

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
xx

x y x x
f

x y

+ − 
=

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2
yy

x y y y
f

x y

+ − 
=

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2
xy

x y y x
f

x y

+ − 
=

+
 

12) 
2 2

2 1

3
x

x
f

x y
= 

+
  

2 2

2 1

3
y

y
f

x y
= 

+
 

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
xx

x y x x
f

x y

+ − 
= 

+

( )

( )

2 2

2
2 2

2 2 2 1

3
yy

x y y y
f

x y

+ − 
= 

+
   

( )

( )

2 2

2
2 2

0 2 2 1

3
xy

x y y x
f

x y

+ − 
= 

+
 

13) 
xf yz=  0xxf = xyf z= xzf y= yf xz= 

yxf z=  0yyf = yzf x= 
zf xy= zxf y= 

zyf x=  0zzf = 

14) 2− 

15) 1− 

16) 
1

2 2
− 

17) 
2

4 1
1

16

e e

 
+ 

  

1
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אינפי ב
פרק 5 - כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. כלל השרשרת בפונקציות של מספר משתנים י 26
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 של מספר משתנים בפונקציות כלל השרשרת 

 שכל הנגזרות הרשומות קיימות.  וחי, הנבתרגילים בפרק זה
 

 שאלות 

2נתון:  (1 2ln( )z x y= − ,2 22 ,x u v y u v= − = +. 

u, חשבו: vz z. 

 

24נתון:  (2 , 4 , u vv t k u t m z e −= + = + = . 

, חשבו: ,t m kz z z. 

 

2נתון:  (3 2( )z f x y= − . 

0x הוכיחו: yy z x z +  =. 

 

)נתון:  (4 )z f xy= . 

0x הוכיחו: yx z y z −  =. 

 

נתון:  (5
x

z f
y

 
  
 

= . 

0x הוכיחו: yx z y z +  =. 

 

)נתון:  (6 , )z f x y y x= − − . 

0x הוכיחו: yz z+ =. 

 

)נתון:  (7 , , )w f x y y z z x= − − − . 

0x הוכיחו: y zw w w+ + =. 

 

sinנתון:  (8 (sin sin )u x f y x= + − . 

cos הוכיחו: cos cos cosx yu y u x x y+ =. 

 

1
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2נתון:  (9 2( )z y f x y=  − . 

 הוכיחו:
2

1 1
x y

z
z z

x y y
+ =. 

 

נתון:  (10
y

z xy xf
x

 
 
 

= + . 

x הוכיחו: yx z y z xy z +  = +. 

 

)2נתון:  (11 , , ) ,
y z

u x y z x f
x x

 
 
 

=  . 

2x הוכיחו: y zxu yu zu u+ + =. 

 

)נתון:  (12 , ) ( ) ( )h x y f y ax g y ax= + + − . 

2הוכיחו:
xx yyh a h= . 

 

)נתון:  (13 , ) ( sin ) ( sin )x xu x y f e y g e y= − . 

 הוכיחו:

 . א
2sin

xx x
xx yy

u u
u u

y

−
+ = 

xy .ב yxu u= 

) את חשבו . ג )1,xyu אם ידוע ש ,-( ) ( )' 0 2, ' 0 1f g= = . 

 

sinנתון:  (14 , cos , ( , )y r x r u f x y = = = . 

) הוכיחו: . א ) ( ) ( ) ( )
2 22 2

2

1
x y ru u u u

r + = +. 

2 הוכיחו: .ב 2cos 2 cos sin sinrr xx xy yyu f f f   = + +. 

 הוכיחו: . ג
2

1 1
xx yy rr rf f u u u

rr + = + +. 

  

1
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)נתון  (15 , )z h u v=  ונתון כי ,( , ) , ( , )u f x y v g x y= מקיימות את משוואת   =

x,רימן, כלומר מקיימות  -קושי y y xu v u v= = −. 

 כי:  וחיהוכ

u, . א v  .מקיימות את משוואת לפלס 

0xx כלומר, yyu u+ 0xxוכן   = yyv v+ =. 

) .ב ) ( ) ( )
2 2

xx yy x x uu vvh h u v h h 
 
 

+ = + + 

 

)נתון:  (16 )sinh , cosh , ,y r s x r s u f x y= = = . 

)כי:   וחיהוכ ) ( ) ( ) ( )
22 22

2

1
x y r su u u u

r
− = −. 

 

)פונקציה   (17 ),f x y  תיקרא הומוגנית מסדרn אם ,( ) ( ), ,nf tx ty t f x y= . 

 הומוגנית, אז:  fכי אם  וחיהוכ

) . א ),x yx f y f n f x y +  =   

) .ב ) ( )2 2 2 1 ,xx yy xyx f y f xyf n n f x y+ + = −  

 

)נתונה הפונקציה  (18 )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yz f x y

x y




+= = 
 =

 . 

)  החלקיות של הפונקציה בנקודהאת הנגזרות חשבו  . א )0,0. 

2נתון  .ב ,x t y t= =. 

 באופן ישיר. z(0)'את חשבו 

2נתון  . ג ,x t y t= =. 

 כלל השרשרת. לפי z(0)'את חשבו 

 האם הפונקציה דיפרנציאבילית.   וקבע ,בעזרת תוצאת סעיף ג' בלבד .ד
  

1
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 תשובות סופיות 

1) ( )2 2 2 2

1 1
2 2 2 2uz x y u

x y x y
=   + − 

− −
 

2) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 1 4, 1 4, 1 1u v u v u u v

t m kz e t e z e z e− − − −=  + −  =  = −  

 −eג.      (13

)  א.    (18 ) ( )0,0 0,0 0x yf f= ב.   =
4

5
 דיפרנציאבילית. ד. לא  0ג.  

 
 GooL.co.il היכנסו לאתר שאר השאלות הן שאלות הוכחה, לפתרונות מלאים

1
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אינפי ב
פרק 6 - פונקציות הומוגניות-משפט אוילר

תוכן העניינים

1. פונקציות הומוגניות י 30

2. משפט אוילר י 33
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 פונקציות הומוגניות 

 שאלות 

 בדקו האם הפונקציה הומוגנית ומאיזה סדר: 3-1בשאלות 

1) ( ) 3 3,f x y x y y x= + 

 

2) ( )
( )5

6 63

ln
,

7

xe
h x y

ex y
=

−
 

 

3) ( ) ( ), ln 4
7

x xy
f x y g

x y

 
=   

+  
 

 

)נתון כי   (4 , )z x y  3פונקציה הומוגנית מסדר. 

האם הפונקציה   וקבד
4 5

1
( , ) 4

( , )

yx
f x y

y z x yx
= + +  הומוגנית.   −

 כך שתתקבל פונקציה הומוגנית.  ,ממנה חלק וטיהומוגנית, השמ ואינהבמידה 
 מהו סדר ההומוגניות של הפונקציה במקרה זה?

 

 , כל אחת מהפונקציות הבאות הומוגניות. עבור איזה ערך של הפרמטר   ומצא (5
 . נמצאה ש -את סדר ההומוגניות עבור ה וכן, מצא כמו

) . א )
4

,
4 10

x y xy
f x y

x y

+
=

+
 

) .ב ) ( ), ln ln
y

f x y x y
x

= − 
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 בתרגיל זה נדגים את התכונה הבאה של פונקציות הומוגניות:  (6

 ,nx  -אז אם נחלק אותה ב, n אם פונקציה היא הומוגנית מסדר

נקבל פונקציה של 
y

x
. 

 את הטענה על הפונקציות הבאות:  ומיהדג . א

1. 2 2( , ) 2f x y x xy y= − + 

2. ( , )f x y x y= + 

 את הטענה לעיל. וחיהוכ .ב

 
 הערה 

 ניסוח פורמלי של הטענה לעיל הוא:

)אז קיימת פונקציה  , n הומוגנית מסדראם פונקציה היא  )g t ,כך ש-  
y

t
x

=, 

המקיימת  
( , )

( )
n

f x y
g t

x
=. 

 

 , בהתאמה. 2r-ו 1rמשתנים, והומוגניות מסדר  n- פונקציות ב g-ו fתהיינה  (7

 , לכל אחת מהפונקציות הבאות, אם היא הומוגנית ומאיזה דרגה:וקבע

f . א g ב. 
f

g
 . ג 

( )
2

n

f

g
f .ד  g+ 

 

 .4 פונקציה הומוגנית מסדר fנתון כי   (8

(1,2)ידוע כי   4 , (1,2) 10xf f= =. 

,(2,4)את  וחשב (0.5,1), (2,4), (1.5,3)x xf f f f. 

 

4פונקציה  נהנתו (9 2( , ) ( , )f x y x y z x y= +. 

(4,10)וכי   2פונקציה הומוגנית מסדר  zידוע כי   1f =. 

 .f(2,5)ב את וחש . א

(1,1)ידוע כי   .ב 4xf =. 

)את  וחשב , )xf a a , לכל קבועa. 

  

1
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 תשובות סופיות 

 .3.5הומוגנית מסדר  (1

 .−1הומוגנית מסדר  (2

 .1הומוגנית מסדר  (3

 הפונקציה לא הומוגנית. על ידי השמטת חלקים מהפונקציה אפשר לקבל: (4

4

1
( , )

( , )

x
f x y

y z x y
=  .−3 הומוגנית מסדר +

5
( , )

y
f x y

x
 .−2 הומוגנית מסדר =

( , ) 4f x y =  .0 הומוגנית מסדר −

4עבור א.  (5 0לכל  0הומוגנית מסדר ב.  .4הפונקציה הומוגנית מסדר  = . 

)2  .1א. (6 ) 1 2g t t t= − + 2 .( ) 1g t t=  הוכחה. ב.   +

1הומוגנית מדרגה א.  (7 2r r+.  .1הומוגנית מדרגה ב 2r r−. 

2הומוגנית מדרגה ג. 
12

r
r

n
−. 

הומוגנית מדרגה ד. 
1r  רק אם

1 2r r= .אחרת לא הומוגנית . 

8) 
1

(2,4) 64, (0.5,1)
4

f f= =, (2,4) 80, (1.5,3) 33.75x xf f= = 

א.  (9
1

(2,5)
16

f )3ב.    = , ) 4xf a a a= 

1
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 משפט אוילר

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , ) 2f x y x xy y= − + . 

 את דרגתה. מצאו שהפונקציה הומוגנית והוכיחו  . א

 שמשפט אוילר מתקיים. הראו  .ב

 

 ל הסעיפים הבאים:ענו ע (2

)-נניח ש . א , )f f x y= 0הומוגנית מסדר. 

xכי  הוכיחו 

y

f y

f x
= −. 

נתון כי   .ב
( )
( )

( , )
( ) ln ln

x

ye x y
f x y

x y x y

+
=

− −
 . 

xכי  הוכיחו  yx f y f = − . 

 

 ל הסעיפים הבאים:ענו ע (3

ת התועלת  יכי פונקציהוכיחו  . א
1/

1 1
( , )

2 2

m

m mu x y x y
 

= + 
 

 הומוגנית.  

 קבוע חיובי.  mכי  הניחו 

)ללא חישוב ישיר של הנגזרות, כי  הוכיחו, .ב , ) (1,1)y yu a a u=. 

(2,2)ללא חישוב ישיר של הנגזרות, כי  הוכיחו, . ג (1,1) 1x yu u+ =. 

 

 . 2פונקציה הומוגנית מסדר  f יתה (4

)נגדיר   )
2 2

2 2, ,
x y

h x y x y f
y x

 
= − +  

 
 . 

 .2הומוגנית מסדר   hכי  הוכיחו  . א

)נתון  .ב ) ( )'8,1 16, 6,3 9xf h= =. 

)את    ומצא )2,1h   ואת( )' 2,1yh. 
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5) h ו-g   בהתאמה. נגדיר:10-ו 2הינן פונקציות הומוגניות מסדר , 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

,
, ,

g x y
f x y x y h x y

x y
= + +

+
 

 .3הומוגנית מסדר   fכי  הוכיחו  . א

)נתון:  .ב ) ( ) ( )' '2,16 12, 1,8 3, 4,32 16x yf f h= = = . 

)את:    ומצא )1,8f   ואת( )1,8g. 

 

6) f  4הומוגנית מסדר ,g  ו 2הומוגנית מסדר-h  0הומוגנית מסדר . 

)מגדירים את הפונקציה:  ) ( ) ( ) ( ), , , ,p x y f x y g x y h x y= + −. 

)נתון:  ) ( ) ( )' ' 1 5 7
2,4 64, 1, 2 4, ,1 , 1,2

2 2 2
x yf f h p

 
= − − = − = = 

 
 . 

 אתחשבו 
1

,1
2

g
 
 
 

. 

 

)הפונקציה   (7 ),f x y   הנתונים בשרטוט. ו ,3הומוגנית מסדר 

 .B את שיעורי הנקודהמצאו   . א

(4,8)את ערך הסכום   מצאו   .ב 2 (4,8)x yf f+. 

)נגדיר פונקציה חדשה    . ג , )u x y,  על ידי( )
2

( , ) ( , )u x y f x y=. 

)מתקיים  ,לפי כללי הגזירה .1 , ) 2 ( , ) ( , )x xu x y f x y f x y=  . 

 זאת בקצרה.  וריהסב

)  כיהוכיחו  .2 )
2

( , ) ( , ) 6 ( , )x yx u x y y u x y f x y +  =. 

 .fובנתונים על סעיף הקודם ה-תת ב והיעזר
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)תהי  (8 , )f x y פונקציה הומוגנית מסדר m, 

(6,3)המקיימת   243f (2,1)-ו = 27f = . 

 .m את סדר ההומוגניותמצאו   . א

)בנקודה  .ב  .fעוברת עש"ע של  2,1(

 עש"ע בנקודה הנ"ל. משיק ל העבירו
2המשיק הוא  3 7x y+ =. 

(2,1)את  מצאו   , (2,1) , (1,0.5)x y xf f f. 

 

)תהי   (9 )g t   .פונקציה של משתנה אחד 

(4)כי   ,ידוע g על הפונקציה 5 , (1) 3 , (8) 2g g g= = =. 

)תלוי במשתנים החיוביים  tהמשתנה   ),x y,   :כך
4 y

x
t =. 

)כפונקציה של המשתנים  uתועלת  נגדיר ),x y,  :באופן הבא 

4
( , ) ( )

y

x
u x y g t g

 
= =  

 
. 

 . 1קרן עם שיפוע  שלהלןבאיור  . א
 מה הערך של התועלת בנקודות המסומנות על הקרן?

4כי הקרן הוכיחו  .ב 0y x−  היא עקומת אדישות של התועלת.  =
 באיור מה הערך של התועלת.  מואת הקרן הזאת ורש וצייר

 כי התועלת היא פונקציה הומוגנית. מהו סדר ההומוגניות? הוכיחו  . ג

(1,2)כי  הוכיחו  .ד 16xu = −. 

 

 

 

)-נניח ש (10 , )f f x y=  1הומוגנית מסדר. 

2כי  הוכיחו  22 0xx xy yyx f xyf y f+ + =. 
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 מכנסיים.  y-חולצות ו x מפעל מייצר  (11
    :נתון על ידי ,המתקבל מייצור כל אחד מהמוצרים ,הרווח השולי

( , ) 4 8 , ( , ) 8 20x yf x y x y f x y x y= + =  ₪ ליחידה.  +

 אם ידוע שפונקציה זו הומוגנית.  ,את פונקציית הרווח של המפעלמצאו  

 

 : מכונות 300יש  'מזון בריא'לחברת  (12

x מכונות לייצור שוקולד ו-y .מכונות לייצור גלידה 
 ,המתקבלת מייצור כל אחד מהמוצרים ,ידוע כי התפוקה השולית

 נתונה על ידי
1 1 2 2

3 3 3 3( , ) 6 , ( , ) 3x yf x y x y f x y x y
− −

= =. 

 אם ידוע שהיא הומוגנית.  ,את פונקציית הייצורמצאו   . א

כדי לקבל את התפוקה   ,כמה מכונות מכל סוג על המפעל להחזיקמצאו  .ב
 הכוללת המקסימלית. 

 הערה: סעיף ב אינו קשור להומוגניות ועוסק בנושא "בעיות קיצון תחת אילוץ".

 

 המתקבלת משימוש  ,כי התפוקה השולית ,בדקו ומצאו  'שוקולד פנדה'בחברת  (13

2נתונה על ידי   ,טון קקאו y-טון סוכר ו x-ב 2 3( , ) 3 , ( , ) 2x yf x y x y f x y x y= =. 

 , ₪ לטון קקאו 4,000 -₪ לטון סוכר ו 6,000מחירי המוצרים הם 
 ₪.  100,000והתקציב לקניית המוצרים הוא 

 אם ידוע שהיא הומוגנית.  ,את פונקציית הייצורמצאו   . א

 את כמות הסוכר והקקאו בהם מתקבלת תפוקה מקסימלית. מצאו   .ב
 מהי התפוקה במקרה זה?

₪    5,000אם מחירי הסוכר והקקאו יהיו שניהם  ,כיצד תשתנה התשובה . ג
 לטון? 

 ג אינם קשורים להומוגניות ועוסקים בנושא "בעיות קיצון תחת אילוץ". -הערה: סעיפים ב
 

 :וכיאו הפרהוכיחו  (14

)אם  . א , )xf x y  אז , 4הומוגנית מסדר( , )f x y  5הומוגנית מסדר . 

)אם פונקציה  .ב , )f x y  (2,4)3מקיימת 2 (1,2)f f=, 
 . 3אז הפונקציה הומוגנית מסדר 
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 תשובות סופיות 

 שאלת הוכחה. (1

 שאלת הוכחה. (2

 שאלת הוכחה. (3

)ב.    הוכחה.שאלת א.  (4 )2,1 4h = ( )' 2,1 8yh = 

)ב.    הוכחה.שאלת א.  (5 ) ( )1,8 9, 1,8 0f g= = 

6) 
3

4
− 

)א.  (7 )B  ג. הוכחה והסבר.  12ב.  4,8

)ב.    2א.  (8 ) ( ) ( )

108
3

108 547
2,1 , 2,1 , 1,0.5

7 2 7
x y xf f f

 
 
 = = = 

 הוכחה.שאלת  ד. -ב  5א.  (9

 שאלת הוכחה. (10

11) 2 2( , ) 2 8 10f x y x xy y= + + 

א.  (12
2 1

3 3( , ) 9f x y x y=  .מכונות לייצור שוקולד 200על המפעל להחזיק ב 
 כדי לקבל תפוקה מקסימלית.  ,מכונות לייצור גלידה  100-ו

3א.  (13 2( , )f x y x y= 

הוא יקבל תפוקה  ,טון קקאו 10-טון סוכר ו 10- אם המפעל ישתמש בב. 

3- מקסימלית השווה ל 2(10,10) 10 10 100000f =  חפיסות שוקולד. =
 התשובה לא תשתנה. ג. 

 הטענה אינה נכונה. ב.   הטענה אינה נכונה. א.  (14
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 אינטגרלים כפולים

 שאלות 

 : 3-1בשאלות  את האינטגרליםחשבו 

1) ( )
1 1

0 0

x y dxdy+  

 

2) 
2

1

2

0

x

x

xy dydx  

 

3) 
2

2 2

0 0

sin  

a

d r dr



   

 

)באינטגרל   , )
D

f x y dxdy , ר:את הגבולות בשני סדרי האינטגרציה כאשהציבו 

4) D–  :משולש בעל הקודקודיםB(1,1),A(1,0),O(0,0). 

 

5) D –  :משולש בעל הקודקודיםB( 2,1),A(2,1),O(0,0)−. 

 

6) D –  :טרפז בעל הקודקודיםC(0,1),B(1,2),A(1,0),O(0,0). 

 

7) D –   2עיגול 2 1x y+ . 

 

8) D –   2עיגול 2x y y+ . 

 

9)  2( , ) | 1,D x y y y x=   

 

10)  2 2( , ) |1 4D x y x y=  +  
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 : הבאיםאת האינטגרלים חשבו 

11) 2

D

xy dxdy, כאשר  D  2חסום ע''י הפרבולה 4y x=   1והישרx =. 

 

12) 
4D

dxdy

x−, כאשר  D מעגל צירי הקואורדינטות והקשת הקצרה של  חסום ע''י

 .(2,2) השמרכזו בנקוד 2רדיוס בעל 

 

13) | |
D

x y dxdy, כאשר  D  עיגול בעל הרדיוסa,  .שמרכזו בראשית     

 

14) 2 2( )
D

x y dxdy+ ,כאשר D מקבילית בעלת הצלעות  

( 0) 3 , , ,a y a y a y x a y x = = = + =. 

 

15) 
2 2

cos

D

y
dA

y +, כאשר  D 1  התחום הכלוא בין, 0, ,x y y y x = − = = =. 
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 שובות סופיות ת

1) 1 

2) 
1

40
  

3) 
3

3

a
  

4) 
1 1 1

0 0 0

( , )  ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx=    

5) 

22 1 0 1 1

0 /2 2 /2 0 2

( , ) ( , )  ( , )

y

x x y

dx f x y dy dx f x y dy dy f x y dx
− − −

+ =      

6) 
1 1 1 1 2 1

0 0 0 0 1 1

( , )  ( , ) ( , )

x

y

dx f x y dy dy f x y dx dy f x y dx

+

−

= +      

7) 

22

2 2

11 1 1

1 11 1

( , ) ( , )

yx

x y

dx f x y dy dy f x y dx

−−

− −− − − −

=    

8) 

2
2

2
2

1 1

1/2 12 4

1/2 01 1

2 4

( , ) ( , )

x
y y

y yx

dx f x y dy dy f x y dx

+ −
−

− − −− −

=    

9) 
2

1 1 1

1 0

( , ) ( , )

y

yx

dx f x y dy dy f x y dx
− −

=    

10) 

2 2

2 2

2 2

2 2

4 11 1

2 14 4

4 41 2

1 11 4

( , ) ( , )

( , ) ( , )

y y

y y

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

dy f x y dx dy f x y dx

− − −−

− −− − − −

− −

− − − −

+ +

+ +

   

   

 

11) 
32

21
 

12) 
16 2

8
3

− 

13) 
4

2

a
 

14) 414a 

15) 0 
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 החלפת סדר אינטגרציה

 שאלות 

 : 6-1בשאלות  סדר אינטגרציה באינטגרלים  ופיהחל

1) 

2 2

0

( , )
x

x

f x y dydx  2) 
2

2 2

6
1

4

( , )
x

x

f x y dydx
−

−
−

  

3) 

2

3

1

0

( , )
x

x

f x y dydx  4) 

2

2

1 1

1 1

( , )
x

x

f x y dydx
−

− − −

  

5) 

22 2

1 2

( , )
x x

x

f x y dydx
−

−
  6) 

ln

1 0

( , )
e x

f x y dydx  

 

 

 (: את סדר האינטגרציה ושנאת האינטגרלים הבאים )רמז:  וחשב

7) 
3

4 2

0

x

y

e dxdy  8) 

43

0 1

( )

y

x y dxdy

−

+  

9) 

2/3

2

2

1

0

( , 0)
y

x

y

x y e ydxdy   10) 

4 4
2

0

sin( )
x

y dydx  
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 הערות סימון 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

h x h xb b

D D a g x a g x

v y v yd d

D D c u y c u y

f x y dA f x y dydx f x y dydx dx f x y dy

f x y dA f x y dxdy f x y dxdy dy f x y dx

= = =

= = =

     

     

 

 

 
 

לא מקפידים, ורושמים למשל את האינטגרל מוסדות שבהם , ישנם לב מושי
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dydx  כך:  
( )

( )

( , )

h xb

a g x

f x y dxdy רישום זה אינו שגוי מאחר שכפל  . 

 .זהים dydx-ו dxdy מיםהוא חילופי. כלומר הרישו

  

2 1 

1

פרק 7אינטגרלים כפולים

42

42



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 סופיות תשובות 

1) 
2 4 2

0 /2 2 /2

( , ) ( , )

y

y y

dy f x y dx dy f x y dx+    

2) 

2 1 20 8

1 02 1 2 1

( , ) ( , )

y y

y y

dy f x y dx dy f x y dx

+ −

− − + − +

+    

3) 

31

0

( , )

y

y

dy f x y dx  

4) 

2

2

1 10 1

1 0 11

( , ) ( , )

y y

yy

dy f x y dx dy f x y dx

− −

− − −− −

+    

5) 

21 11

0 2

( , )

y

y

dy f x y dx

+ −

−

  

6) 
1

0

( , )
y

e

e

dy f x y dx  

7) ( )81
1

3
e − 

8) 
241

60
 

9) 
1

( 2)
4

e − 

10) 
1

(1 cos16)
2

− 

1
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 קיצון ואוכף לפונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 , 8-1בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

 :מינימום או אוכף , אותן למקסימום ונקודות קריטיות וסווג ומצא

1) 3 2( , ) 8 12 3 18f x y x xy y x= + + − 

 

2) 3 3( , ) 3 12 20f x y x y x y= + − − + 

 

3) 3 3( , ) 3 4f x y x y xy= + − + 

 

4) 3 2 4( , ) 3 2f x y x x y y= − − + 

 

5) 
2 24( , ) y x yf x y e − −= 

 

6) 2( , ) 6f x y y x y x y= − − + 

 

7) 
2 2 8

( , )
x y x y

f x y
xy

− +
= 

 

8) ( , ) cosxf x y e y= 

 

3נתון משטח   (9 3 3 4z x y xy+= − +. 

 .האופקיים למשטחהמשיקים ת המישורים ואת משווא  ומצא

 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (10
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2למישור   (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא (11 2 0x y z− − + = ,

 וכן את הנקודה על המישור הקרובה ביותר לנקודה הנ"ל. 
  

1
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 מחשבונים, בארץ ובסין.יצרן מוכר   (12
 .8$ ועלות ייצור מחשבון בסין היא 6$עלות הייצור של מחשבון בארץ היא 

ומד את הביקוש אמנהל השיווק 
1Q ואת הביקוש  ,למחשבון בארץ

2Q 

: על ידי ,למחשבון בסין
1 1 2 2 1 2116 30 20 , 144 16 24Q P P Q P P= − + = + −. 

כיצד צריכה החנות לקבוע את מחירי המחשבונים, 
1P ו-  

2Pעל מנת למקסם ,  

 מהו רווח זה?  הרווח? את

 

)נתונה הפונקציה  (13 ) 2 2,f x y x y axy= + + . 

)שהנקודה  וחיהוכ . א  קריטית. ודה היא נק 0,0(

 aעבור אילו ערכים של   ובעזרת מבחן הנגזרת השנייה, קבע .ב
 הנקודה מסעיף א' היא מקסימום, מינימום, אוכף, או שלא ניתן לדעת. 

 

bשני מספרים,  ומצא (14 aכך ש ,-( )
1

2 524 2

b

a

x x dx− −  .יהיה מקסימלי 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( )אוכף;    −0.5,1( )1.5,  מינימום.  −3

2) ( )1, )מינימום ;  2  )1, 2− )מקסימום ;   − )1,  2−   ,( )1,  אוכף. −2

3) ( )אוכף; 0,0(  מינימום.  1,1(

4) ( ) ( )1,  1 1,  1− − )מינימום ;  − )1, )מקסימום ;   0  ) ( ) ( )1,  0 , 1,1 , 1,  1−  אוכף.  −

5) ( )0,  מקסימום.  2 

6) ( )4,  מקסימום.  4 

7) ( )  0.5,  מקסימום.  −4 

 אין נקודות קריטיות.  (8

9) 4, 3z z= = 

 . ס"מ  2ס"מ , גובה  4אורך ,  ס"מ  4רוחב  (10

)יחידות אורך. נקודה קרובה ביותר  1מרחק מינימלי הוא  (11 )1/ 3, 4 / 3,10 / 3. 

12) 1 210$, 12$P P=  . 288$רווח מקסימלי   =

,2עבור  ב.  א. שאלת הוכחה. (13 2a a= = ,2, לא ניתן לדעת; − 2a a  −  

2אוכף;  2a−    .מינימום 

14) 6, 4a b= − = 

1
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 ריבועים פחותים  – קיצון של פונקציה רבת משתנים )מתקדם( 

 שאלות 

 : 1-5בשאלות את נקודות הקיצון של הפונקציות   ומצא

1) 2 2( , ) 1 2f x y xy x y= + − − 

 

2) 2 2( , ) 4f x y x y= − + 

 

3) 3( ( , )) 2 2 0z f x y z z xy x y= + + − − + = 

 

4) 3 3 2 2( , ) 3 6 3 12 8f x y x y x y x y= − − + + − + 

 

5) 
2 2 2

( , , 0) ( , , )
4

y z
x y z f x y z x

x y z
 = + + + 

 

 

2מרחק מינימלי בין הפרבולה    ומצא (6 1y x= 2לפרבולה  ,+ 2y x x= − +. 
 כגון שיטת ניוטון רפסון.   ,* לפתרון תרגיל זה נדרש ידע בפתרון נומרי )מקורב( של משוואה

 

 

1  ,נקודות n  נתונות 7-11שאלות ב 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x yקו   , ויש למצוא 

)עקום מהצורה   )y h x=,  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין העקום

 .והנקודות יהיה מינימלי

7) ( )h x ax b= ,2)ודות עבור הנק הדגימו, + 2.5), (1,0.8), (3,3.2), (4,3.5). 

 

8) 2( )h x ax bx= )ודות עבור הנק הדגימו, + 1, 2), (2,0), (0, 2)− −. 

 

9) ( )
b

h x ax
x

= ,10)ודות עבור הנק הדגימו, + 20.2), (6,12.9), (4,8.5), (0.5, 4). 

 

10) 2
2

( )
b

h x ax
x

= ,(4,33)ודות עבור הנק הדגימו, + (2,8.5), (0.5, 2.3), (1, 4.5), (0.1,90). 

  

1
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11) 2( )h x ax bx c= + ,1)עבור   הדגימו, + 4.5), (0.5, 2.3), (0,0.8), ( 1,0.1), ( 0.5,0.12)− −. 

 

1 נקודות: nת  נתונו (12 1 2 2( , ),( , ),...,( , )n nx y x y x y. 

yישר  ומצא ax b=  כך שסכום ריבועי המרחקים האנכיים בין הישר ,+

 והנקודות יהיה מינימלי.
 .b-ו aלהגיע לנוסחה מפורשת עבור  יש
 

,0  המתקבלים מפתרון המשוואות ,b- ו a-ניתן להניח ש 12-ו 11הערה: בשאלות   0a bf f= =, 

)המרחקים האנכיים  נותנים את המינימום המוחלט של פונקציית ריבועי  )
2

1

( , ) ( )
n

i i

i

f a b h x y
=

= − . 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) ( ),t t  לכלt ממשי, מקסימום . 

2) (  מקסימום.  0,0(

)אין קיצון.   (3  אוכף.  1,2(

)אין קיצון.   (4  אוכף.  1,2(

5) (  מינימום.  0.5,1,1(

6) 0.375 

7) 0.88 0.3y x= + 

8) 22 4

3 3
y x x= − 

9) 
1.5039

2.032y x
x

= + 

10) 2

2

0.9
2.06y x

x
= + 

11) 21.48 2.196 0.824y x x= + + 

12) 

2

1 1 1 1 1 1 1

2 2

2 2

1 1 1 1

,

n n n n n n n

i i i i i i i i i

i i i i i i i

n n n n

i i i i

i i i i

n y x y x y x y x x

a b

n x x n x x

= = = = = = =

= = = =

− −

= =

− −
   
   
   

      

   
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 ( אנז'קיצון של פונקציה של שני משתנים תחת אילוץ )כופלי לגר

 שאלות 

 בכפוף לאילוץ הנתון: ,את המקסימום והמינימום של הפונקציות ואמצ 4-1בשאלות 
1) 2 2 2 2( , ) ; 2 3 1 2f x y x y x xy y= + + = − 

 

2) 2 2 2 2( , ) ; 1f x y x y x y= − + = 

 

3) 2 2( , ) 4 6 ; 13f x y x y x y= + + = 

 

4) 2 2 2( , ) ; 2 6f x y x y x y= + = 

 

נתונה בעיית הקיצון  (5 max . . 3 12xy s t x y+ ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 פתרון גרפי לבעיה.הביאו  .ב

 

נתונה בעיית הקיצון  (6 max 2 . . 9x y s t x y+ + ,, כאשר = 0x y . 

 את הבעיה.פתרו  . א

 גרפי לבעיה.פתרון הביאו  .ב

 

3מבין כל הנקודות הנמצאות על הישר   (7 12x y+ =, 
 שיעוריה מקסימלי.  את זו שמכפלתמצאו  

 

2מבין כל הנקודות שעל העקומה  (8 22 3 1 2x xy y+ =  את הנקודותמצאו  ,−

 מראשית ואת הנקודות שמרחקן ,שמרחקן מראשית הצירים הוא מינימלי
 מקסימלי.הצירים הוא 

 

3את המרחק הקצר ביותר מהישר  מצאו   (9 6 4 0x y− + =, 

2 לפרבולה 22 4 0x xy y y+ + + =. 

0רמז: מרחק הנקודה  0( , )x y   0מהישרax by c+ + 0הוא  ,= 0

2 2

ax by c

a b

+ +

+
. 
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 ק"ג עגבניות. y-ק"ג מלפפונים ו xה קונה בשוק 'מוישל (10

) ,התועלת מצריכת הסל ),x y , נתונה על ידי( ), ln lnu x y x y= +. 

 ש"ח. 2מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 , ln16 קובע לעצמו להשיג רמת תועלת ה'מוישל

 מינימאלית.  והוא מעוניין להשיג זאת בעלות
 .ה'מוישלאת בעיית  פתרו ונסחו 

 

 ק"ג עגבניות.  y-ק"ג מלפפונים ו xדני קונה בשוק  (11

) התועלת מצריכת הסל ),x y  נתונה על ידי( ),u x y xy=. 

 ש"ח. 3מחיר ק"ג עגבניות ו ,ש"ח 1ק"ג מלפפונים מחיר 
 ש"ח. 12תקציב של  לדני

 .דניאת בעיית פתרו ונסחו 

 

) ,עקומת התמורה בין מנגו (12 )x, ואננס,  ( )y,  2היא 2 13x y+ =. 

)  לדני תועלת , ) 4 6f x y x y= +. 

)מנגו( =  דני מחפש את הסל )אננס, ),x y ,על עקומת התמורה , 

 המביא למקסימום את התועלת שלו מצריכת מנגו ואננס. 
 את הבעיה. פתרו ונסחו 

 

Qליצרן פונקציית ייצור  (13 k L= +. 

,2 הם L-ו K המחירים ליחידת 1K LP P= =. 

)  והוא מחפש את הצירוף 100ברמת תפוקה מצאו היצרן נ )* *,K L, 

 המביא למינימום את העלות. 
 פתור(. ל לאאת בעיית היצרן )נסחו 

 

1נתונה בעיית קיצון תחת אילוץ   (14 2max{ ( , )} . .u x y s t p x p y I+ =. 

)תהי  )* *,x y .ניתן להניח מצב קלאסי של השקה.  נקודת הפתרון של הבעיה 

xמקיים  נז'  אהוכיחו כי כופל לגר yx u y u

I


 + 
 בנקודת הפתרון של הבעיה. =
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 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

2) ( ) ( )0, 1min max 1,0  

3) ( ) ( )2,3max min 2, 3− − 

4) ( ) ( )2,1max min 2, 1  − 

5) ( )6, 2max 

6) ( )9,36max 

7) ( )6, 2 

8) ( ) ( )1, 1max min 1/ 7, 1/ 7   

9) 7 / 45 

10) ( )min ,32 8 

11) ( )6, 2max 

12) ( )2,3max 

13)  min 2 ; 100K L K L+ + = 

 שאלת הוכחה. (14

1
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 קיצון של פונקציה של שלושה משתנים תחת אילוצים

 שאלות 

 את ממדי התיבה ששטח וסמ"ק, חשב 32מבין כל התיבות הפתוחות שנפחן  (1
 הפנים שלה הוא מינימלי.

 

2על פני הכדור   ומצא (2 2 2 36x y z+ +  נקודהאת הנקודות הקרובות ביותר ל =

 .(1,2,2) ביותר מהנקודה ואת הנקודות הרחוקות (1,2,2)

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

 למישור (1,2,3) את המרחק הקצר ביותר מהנקודה  ומצא . א

2 2 0x y z− − + =. 

2על המישור   ודהנק ומצא .ב 2 0x y z− − + שהיא הקרובה ביותר   ,=

 .(1,2,3) ודהלנק

חישוב המרחק בעזרת הנוסחה למרחק בין  על ידיבדקו את התשובה  . ג
 למישור. נקודה

 

2את הנקודות על המשטח    ומצא (4 1z xy=  הקרובות ביותר לראשית. +

 

  והקטן ביותר מהאליפסואידאת המרחק הגדול ביותר   ומצא (5
2

2 2 1
96

x
y z+ + = 

3למישור  4 12 288x y z+ + 0רמז: מרחק הנקודה  .= 0 0( , , )x y z מהמישור 

0ax by cz d+ + + 0הוא ,  = 0 0

2 2 2

ax by cz d

a b c

+ + +

+ +

. 

 

מרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך הגליל   ומצא (6
2 2 1x y+ zוהמישור  = x y=  .לבין ראשית הצירים +

 

האליפסואידמרחק מינימלי ומקסימלי בין העקום המתקבל מחיתוך   ומצא (7
2 2 2

1
4 5 25

x y z
+ + z   והמישור = x y=  .לבין ראשית הצירים ,+

 
 הערה חשובה 

פיסיקליים   בפתרון מרבית התרגילים בפרק זה, אנו מסיקים שנקודה קריטית היא נקודת קיצון משיקולים
ישנן דרכים מתמטיות מתקדמות להוכיח פורמלית, אך   היות ומדובר בבעיות מעשיות.  ,או גיאומטריים 
 הלימוד, הסתפקנו בכך. ללמד אותן ברוב מוסדותמאחר ולא נהוג  

1
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 תשובות סופיות 

 . ס"מ 2ס"מ, גובה  4ס"מ, אורך  4רוחב  (1

,2)הנקודה הקרובה ביותר היא הנקודה (2 4, 4), 

)הנקודה הרחוקה ביותר היא הנקודה ו 2, 4, 4)− − −. 

 יחידות אורך. 1מרחק מינימלי הוא א.  (3
101 קרובה ביותרהנקודה  ב. ה 4

3 3 3( , , ). 

4) (0,0,1) , (0,0, 1)− 

256  קצר ביותרהמרחק ה (5
320ארוך ביותר  המרחק ה. 13

13. 

 .3. מרחק מקסימלי 1מרחק מינימלי  (6

75 מרחק מינימלי (7
 .10. מרחק מקסימלי 17

1
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אינפי ב
פרק 12 - קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה

תוכן העניינים

1. קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים בקבוצה סגורה וחסומה י 53
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 בקבוצה סגורה וחסומה   – קיצון מוחלט של פונקציה בשני משתנים

 שאלות 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (1

( , ) 3 6 3 7f x y xy x y= − −  הוא התחום הסגור, R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(3,0),(0,5)משולש שקודקודיו הם   בצורת

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (2

2 2( , ) 3 2 6f x y x y x y= − − הוא התחום הסגור,   R , כאשרR בתחום +

 .(0,0),(0,2),(2,2),(2,0)בצורת ריבוע שקודקודיו הם  

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (3

2 2( , ) 2f x y x y x= + 2הוא העיגול   R , כאשרR בתחום − 2 4x y+ . 

 

 את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של וחשב (4

2 2( , )f x y x y xy x y= + − +  וא התחום הסגורה R , כאשרR בתחום +

 ( , ) | 3 , 0, 0R x y x y x y= +  −  . 

 

את המקסימום המוחלט ואת המינימום המוחלט של  וחשב (5
2 2( , ) 12 16f x y x y x y= + −  הוא התחום הסגור R , כאשרR בתחום +

 2 2( , ) | 1, 3R x y x y x y= +   −. 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

 . -11. מינימום מוחלט 7מקסימום מוחלט  (1

 . -1. מינימום מוחלט 3מקסימום מוחלט  (2

33  מקסימום מוחלט (3
1. מינימום מוחלט 4

4−. 

 . -1. מינימום מוחלט 6מקסימום מוחלט  (4

101   מקסימום מוחלט (5 101. מינימום מוחלט +6 6−. 

1
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אינפי ב
פרק 13 - אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים י 54
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 אינטגרלים בשיטת אינטגרציה בחלקים

 שאלות 

 : 12-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) xxe dx 2) 4 lnx xdx 

3) ( )2 2 3 lnx x xdx+ + 4) 2 4xx e dx−

 

5) ln xdx 6) 
3

1
ln dx

x
 

7) 5ln 2x x dx − 8) 
2

ln x
dx

x 

9) 2ln xdx 10) 

2
ln x

dx
x

 
 
 
 

11) 
( )

2
1

xxe
dx

x +
 12) ( )

4
1 2x x dx+  + 

 

nנוסחת נסיגה עבור   ומצא (13 xx e dx,  באשרn .טבעי 

4את  וחשב (14 xx e dx. 

 
  

1
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 תשובות סופיות 

1) x xxe e c− + 

2) 
5 1

ln
5 5

x
x c

 
− + 

 
 

3) 
3 3 2

2 3 ln 3
3 9 2

x x x
x x x x c

 
+ + − + + + 

 
 

4) 
2

4 4 41 1 1

4 2 4 16

x x xx
e xe e c− − − 

− + − − + 
 

 

5) lnx x x c− + 

6) ( )
1

ln
3

x x x c− − + 

7) ( )
2 21 1

ln 2 2 4 ln 2
5 2 2 2

x x
x x x x c

  
− − + + − +  

  
 

8) 
1 1

ln x c
x x

− − + 

9) ( ) ( )
2

ln 2 lnx x x x x c− − + 

10) ( )
1 2

ln ln 1x x c
x x

− − − + 

11) 
1

xe
c

x
+

+
 

12) ( )( ) ( )
9 11

2 2
2 4

1 2 2
9 99

x x x c+ + − + + 

13) 1n x n xx e n x e dx−−  

14) ( )4 3 24 12 24 24xe x x x x c− + − + + 

1
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אינפי ב
פרק 14 - אינטגרלים בשיטת ההצבה

תוכן העניינים

1. אינטגרלים בשיטת ההצבה י 56
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 שיטת ההצבהים באינטגרל

 שאלות 

 הבאים: את האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2
2

2

1

x
dx

x +
 2) 3 54x x dx+  3) 

3

2

2

1

x
dx

x +
 

4) 
4

1

ln
dx

x x 5) 
2 3xe x dx 6) 

3 xe dx 

7) 
( )

1

1
dx

x x+
 8) ( )

14
3 23 1x x dx− 9) 

2

1
1 dx

x
+ 

10) 3ln xdx 11) 
4ln x

dx
x 12) 

( )ln ln ln

dx

x x x  

13) 
( )

7

2
41

x
dx

x−
 14) 

21 x

dx

e+
 15) 35 3 1x x dx+ 

 

  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
2

1

1
c

x
− +

+
 

2) 
( )

( )
5

3
3

3
42 4

4
3 5 3

x
x c

 
+ 

− + + 
 
 

 

3) 

3
2

21
2 1

3

x
x c

 
+

 − + +
 
 

 

4) 
( )

3

1

3 ln
c

x
− + 

5) ( )
2 221

2

x xx e e c− + 

6) ( )3 2
3 33 2 2xe x x c− + + 

7) 

2
1 1 1

ln
2 2 4

x x c
   

+ + + − +   
   

 

8) 
( ) ( )

16 15
2 23 1 3 11

18 16 15

x x
c

 − −
 + +
 
 

 

9) 
2

2

2

1 1 1
1 ln

2 1 1

x
x c

x

+ −
+ + +

+ +
 

10) ( )3 2ln 3ln 6ln 6x x x x c− + − + 

11) 
( )

5
ln

5

x
c+ 

12) ( )ln ln ln x c+ 

13) 4

4

1 1
ln 1

4 1
x c

x

 
− − − − + 

− 
 

14) 
2

2

1 1 1
ln

2 1 1

x

x

e
c

e

+ −
+

+ +
 

15) 
( ) ( )

7 4
3 33 31 1

7 4

x x
c

+ +
− + 

1
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אינפי ב
פרק 15 - אינטגרלים מיידיים ואינטגרלים בשיטת "הנגזרת כבר בפנים"

תוכן העניינים

1. אינטגרלים מידיים י 58

2. אינטגרלים בשיטת "הנגזרת כבר בפנים" י 61

3. מציאת פונקציה קדומה י 62
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 אינטגרלים מיידיים

 שאלות 

 : 12-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

 )פתירה על ידי הכלל:
1

1

n
n x

x dx c
n

+

= +
+) 

1) 4dx 2) 4x dx 3) 
2

1
dx

x
 

4) xdx 5) 
1

dx
x x
 6) 104x dx 

7) ( )22 1x x dx− + 8) 3

4

3
2 x dx

x

 
+ 

 
 9) ( )

2
2 1x dx+ 

10) ( )( )2 1 2x x dx+ + 11) 
2 4

2

1 2x x
dx

x

+ +
 12) 

1x
dx

x

+
 

 

 

 : 20-13בשאלות את האינטגרלים  וחשב

))פתירה על ידי הכלל: )
( )

( )

1

1

n

n ax b
ax b dx c

a n

+
+

+ = +
 +) 

13) ( )
10

4 1x dx+ 14) ( )
10

2 2 1x x dx− + 15) 
( )

5

4

2
dx

x −
 

16) 3 4 10x dx− 17) 
10

2 4
dx

x +
 18) 

( )
4

1

x
dx

x −
 

19) 
1

dx

x x− −
 20) 

1 1

xdx

x + +
  

 

  

1
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 : 26-21בשאלות את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל:
ln1 ax b

dx c
ax b a

+
= +

+) 

21) 
1

4
dx

x 22) 
21 x x

dx
x

+ +
 23) 

2
1

1 dx
x

 
+ 

 
 

24) 
1

4 1
dx

x − 25) 
3

2

x
dx

x

+

+ 26) 
4 1

2

x
dx

x

+

+ 

 

 

 : 29-27בשאלות את האינטגרלים  וחשב

)פתירה על ידי הכלל:
ax b

ax b e
e dx c

a

+
+ = +) 

27) ( )4x xe e dx−+ 28) ( )
2

1xe dx+

 29) 
3 4

1
4 x

x
e dx

e

 
+ 

 
 

 

 

:  את האינטגרל וחשב (30
2 32 4 10

5

x x x

x
dx

+ +
 

)פתירה על ידי הכלל:
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +)  

 

  :האינטגרלאת  וחשב (31
2

21

x
dx

x−
. 
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 תשובות סופיות 

1) 4x c+ 2) 
5

5

x
c+ 3) 

1
c

x
− + 

4) 
1.5

1.5

x
c+ 5) 

2
c

x
− + 6) 

114

11

x
c+ 

7) 
3 22

3 2

x x
x c− + + 8) 

3 4

3

1 3

2

x
c

x
− + + 9) 

5 32

5 3

x x
x c+ + + 

10) 
4 3 22

2
4 3 2

x x x
x c+ + + + 11) 

31
2

3

x
x c

x
− + + + 12) 

1.5 0.5

1.5 0.5

x x
c+ + 

13) 
( )

11
4 11

44

x
c

+
+ 14) 

( )
21

1

21

x
c

−
+ 15) 

( )
4

1

2
c

x
− +

−
 

16) ( )
4

3
3

4 10
16

x c− + 17) 10 2 4x c+ +  

18) 
( ) ( )

2 3

1 1

2 2 3 1
c

x x
− − +

− −
 19) ( )( )

3 3
2 2

2
1

3
x x c− − + + 

20) ( )
32

1
3

x x c+ − + 21) 
ln

4

x
c+ 22) 

2

ln
2

x
x x c+ + + 

23) 
1

2lnx x c
x

+ − + 24) 
ln 4 1

4

x
c

−
+ 25) ln 2x x c+ + + 

26) ( )4 1.75ln 2x x c− + + 27) 
4

4

x
xe

e c−− + 28) 
2 2

2

xe
c

+

+ 

29) 

4

3
2

3
8

4

x
x

e
e c

−

− + 30) 
( )

( )

2 16

2005 5

2 16 ln 200
ln ln

5 5

x x

x

c

   
   
   + + +
   
   
   

 

31) 
1 1

ln
2 1

x
x c

x

 + 
− − + 

− 
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 "הנגזרת כבר בפנים"אינטגרלים בשיטת 

 שאלות 

 הערה: את האינטגרלים בפרק זה ניתן לפתור גם בעזרת שיטת ההצבה.

 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב 

1) 
2

2

1

x
dx

x + 2) 
2

3 1

x
dx

x + 3) 
1

ln
dx

x x 

4) 
2

1

x

x

e
dx

e

+

+ 5) 
2

2xe xdx 6) 
22xe xdx−

 

7) 
ln x

dx
x 8) 

2

2

1

x
dx

x +
 9) 22 1x x dx+ 

10) 2 3 4x x dx+ 11) 
ln x

dx
x  

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 2ln 1x c+ + 2) 31
ln 1

3
x c+ + 3) ln ln x c+ 

4) 2 ln 1xe e c+ + 5) 
2xe c+ 6) 

22

4

xe
c

−

− + 

7) ( )
21

ln
2

x c+ 8) 
22 1x c+ + 9) ( )

3
2 2

2
1

3
x c+ + 

10) ( )
3

3 2
2

4
9

x c+ + 11) ( )
3

2
2

ln
3

x c+  
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 מציאת פונקציה קדומה

 שאלות 

)נתונה הנגזרת  (1 ) 3' 2 4f x x x= −. 

)ידוע כי הפונקציה עוברת בנקודה  )2,3. 

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת  (2 ) 3' 5 7f x x= +. 

4xבנקודה שבה   x-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת  (3 ) ( )
2

5

10
' 1

1
f x x

x
= + −

+
. 

6yבנקודה שבה   y-ידוע כי הפונקציה חותכת את ציר ה  = − . 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נגזרת הנתונה  (4 )' 2 6f x x= −. 

 .5ערך הפונקציה בנקודת הקיצון שלה הוא 
 את הפונקציה. מצאו  

 

)נגזרת הנתונה  (5 )' 2 1 2f x x x= + − − +. 

שיפוע המשיק לפונקציה, בנקודה שבה  
2

5
3

y  . 3, הוא =

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה   (6 )'' 6 6f x x= +. 

 ,−12שיפוע הפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא 
 . 1  וערך הפונקציה בנקודה זו הוא

 את הפונקציה. מצאו  

 

)נתונה הנגזרת השנייה של פונקציה   (7 ) 3

8
'' 1f x

x
= +. 

4yהמשיק לפונקציה בנקודת הפיתול שלה הוא הישר   = −. 
 את הפונקציה. מצאו  
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f:נתונה פונקציה  (8 R R→   (0)המקיימת 0f לכל  כןו =
0x  :ממשי 

0

0
0

0

( ) ( )
lim | |
x x

f x f x
x

x x→

−
=

−
 

 הרציפות של הפונקציה. את תחומי מצאו   . א

 את הגבול וחשב .ב
0

lim ( )
x

f x
→

 .שהוא אינו קיים ואו קבע 

 .x-ה כמה נקודות חיתוך יש לגרף הפונקציה עם צירמצאו  . ג

 את כל נקודות הפיתול של הפונקציה. מצאו   .ד

)תהי  .ה )G x פונקציה קדומה של| |x. 

)את הנגזרת  וחשב )( ) ( ) 'G x f x−. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) ( ) ( )
42 3

3
4 2

16
f x x x= − + 

2) ( ) ( )
4

3
3 3

5 7 12
20 20

f x x= + − 

3) ( ) ( ) ( )
4 3

5
1 1 1

12 1 1 18
2 3 6

f x x x= + + − − 

4) ( ) 2 6 14f x x x= − + 

5) ( ) ( ) ( )
3 32 2

2 1 2 3
3 3

f x x x x= + − − + − 

6) ( ) 3 23 9 10f x x x x= + − − 

7) ( ) 21 4
3 2

2
f x x x

x
= + + + 

ב.   .x א. רציפה לכל (8
0

lim ( ) 0
x

f x
→

 .  (0,0)ג. נקודת חיתוך אחת  , =

) ד. נקודת פיתול אחת  0ה.    .0,0(

1
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אינפי ב
פרק 16 - אינטגרלים של פונקציות רציונליות

תוכן העניינים

1. אינטגרלים של פונקציה רציונלית י 64

2. חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית י 66

3. אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית י 67
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 אינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
( )

2

1

4

x
dx

x

+

−
 2) 

( )
4

2

2 5

2 1

x
dx

x x

+

− +
 

3) 
2 4

dx

x − 4) 
2

2

5

x
dx

x x

−

+ 

5) 
2 5 6

x
dx

x x+ + 6) 
2

3

1x x
dx

x x

+ −

− 

7) 
2

3

6 4 6

7 6

x x
dx

x x

+ −

− − 8) 
4 2

10

13 36

x
dx

x x− + 

9) 
( ) ( )

2

8

2 2

x
dx

x x− +
 10) 

3 2

5 x
dx

x x

−

+ 

11) 
3 2

9 36

6 9

x
dx

x x x

+

+ + 12) 
( )( )2 22 1 4 4

dx

x x x x− + − +
 
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 תשובות סופיות 

1) 
5

ln 4
4

x c
x

− − +
−

 

2) 
( ) ( )

6 7

1 1

3 6 1
c

x x
− − +

− −
 

3) 
1 2

ln
4 2

x
c

x

−
+

+
 

4) 
2 7

ln 5
5 5

x x c− + + 

5) 3ln 3 2ln 2x x c+ − + + 

6) 
1 1

ln 1 ln 1
2 2

x x x c+ − − + + 

7) ln 1 2 ln 2 3ln 3x x x c+ + + + − + 

8) ln 3 ln 3 ln 2 ln 2x x x x c+ + − − + − − + 

9) 
4

ln 2 ln 2
2

x x c
x

− − − + +
−

 

10) 
1 5

6ln
x

c
x x

+
− + 

11) 
3

4ln
3 3

x
c

x x
+ +

+ +
 

12) 
1 1 1

2ln
2 1 2

x
c

x x x

−
− − +

− − −
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 חילוק פולינומים ואינטגרלים של פונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3 23 5 4 2

1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

2) 
4 3 22 10 8

4

x x x x
dx

x

+ − −

+ 

 

3) 
3 212 11 6 1

4 1

x x x
dx

x

− + −

− 

 

4) 
( )

4 3 2

2

2

1

x x x x
dx

x

− + +

−
 

 

5) 
4 2

2

4 1

4

x x x
dx

x

− + +

− 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 3 2 2x x x c− + + 

2) 
4 3

22

4 3

x x
x c− − + 

3) 3 2x x x c− + + 

4) 
3 1

ln 1
3 1

x
x c

x
+ − − +

−
 

5) 
3 3 1

ln 2 ln 2
3 4 4

x
x x c+ − + + + 
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 אינטגרלים שמשלבים הצבה ופונקציה רציונלית 

 שאלות 

 : הבאיםאת האינטגרלים  וחשב

1) 
3

dx

x x−
 

 

2) 
3

dx

x x+
 

 

3) 
4

1

1 1
dx

x+ −
 

 

4) 
1

1 x
dx

e+ 

 

5) 1 xe dx+ 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
2

31.5ln 1 x c− − + 

2) 
( ) ( )

( )
3

6 6

6 6
1 3 1

6 3 1 ln 1
3 2

x x
x x c

 + +
 

− + + − + +
 
 
 

 

3) 
( ) ( )

( )
2 2

4 4

4 4
1 1 3 1 1

4 3 1 1 ln 1 1
3 2

x x
x x c

 + − + −
 

− + + − − + − +
 
 
 

 

4) ln 1 xe x c− + + + 

5) 
1 1

2 1 ln
1 1

x
x

x

e
e c

e

+ −
+ + +

+ +
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פרק 17 - האינטגרל המסוים, סכומי רימן

תוכן העניינים

1. האינטגרל המסוים י 68

2. אי שוויונים עם אינטגרלים י 70
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 האינטגרל המסוים

 שאלות 

 : 6-1בשאלות את האינטגרלים  וחשב

1) ( )
4

2

1

4 1x x dx− + 

 

2) 
2

2

1

4 1

2 5

x
dx

x x

+

+ + 

 

3) 
1

0

xxe dx−

 

 

4) 
4

1

ln
e

x
dx

x 

 

5) ( )
4

0

f x dx כאשר( )
2

0 1

1
1

x x

f x
x

x

  


= 




 

 

6) 
4

1

4 1x dx
−

+ − 

 

 :וחיהוכ .fנתונה פונקציה רציפה  (7

)אזי   ,זוגית fאם  . א ) ( )
0

2

a a

a

f x dx f x dx
−

= . 

)אזי  ,זוגית-אי fאם  .ב ) 0

a

a

f x dx
−

= . 
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 תשובות סופיות 

1) 6− 

2) 
15

ln
8

 
 
 

 

3) 12 1e−− + 

4) 
1

5
 

5) 
17

12
 

6) ( )1.5 1.52
16 6 7

3
− + + 

 הוכחה.שאלת  (7

1
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 אי שוויונים עם אינטגרלים

 :הבאים השוויונים-את אי וחיהוכ

1) 
3

4

1

2
4

41 1

dx

x
−

 
+ 

 

2) 
2

2

4

6 1 6 17x dx
−

 +  

 

3) 
2

2

4

0

2 2xe dx e  

 

4) 
10

10

0

1
1

2 10

xe
e dx

x

−
−  

+ 

 

5) 
4

3 3 3
3

1 1

ln 4 ln ln 3

dx

x
  

 

6) 
1

3

1

2 2

9 8 7

dx

x
−

 
+ 

 

 

 

 www.GooL.co.ilאתר  היכנסו לבסרטוני וידאו לתשובות מלאות 
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 סכומי רימן

 : 5-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
4 4 4

5

1 2 ...
lim
n

n

n→

+ + +
 

2) 
1 1 1

lim ...
1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

3) 
2 2 2 2 2 2

lim ...
1 2n

n n n

n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

4) 
2 2 2 2 2 2

1 1 1
lim ...

1 2n n n n n→

 
+ + + 

+ + + 
 

5) 
3/2

1 2 ... 2
lim
n

n n n

n→

 + + + + + 
 
  

 

 

 .על פי ההגדרה )של רימן(הבאים את האינטגרלים  וחשב

 תוכל להיעזר בזהויות הבאות: 
( )

( )( )

( )

2 2 2 2

23 3 3 3 2

1 2 3 ... 0.5 1

1
1 2 3 ... 1 2 1

6

1
1 2 3 ... 1

4

n n n

n n n n

n n n

+ + + + = +

+ + + + = + +

+ + + + = +

 

6) 
1

0

xdx 7) 
1

2

0

x dx 8) 
1

3

0

x dx 
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 תשובות סופיות 

1) 
1

5
 

2) ln 2 

3) 
4


 

4) ( )ln 1 2+ 

5) 
1.52 2

1.5 3
− 

6) 
1

2
 

7) 
1

3
 

8) 
1

4
 

1
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1. חישוב שטחים י 73

2. חישוב שטחים ביחס לציר ה-y י 82

3. אורך קשת י 83
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 חישוב שטחים 

 חישוב שטחים באמצעות האינטגרל )מקרים פרטיים(

 :x- שטח הכלוא בין גרף פונקציה וציר ה .1

 

 

 

 

 

 
 
 

 כך שגרף אחד כולו מעל השני:  ,שטח הכלוא בין שני גרפים .2
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 :x-שטח הכלוא בין שני גרפים וציר ה .3
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 שאלות 

)נתונות הפונקציות   (1 ) 2 4 12f x x x= − ) -ו − ) 6g x x= −. 

 הפונקציות. ת גודל השטח הכלוא בין הגרפים של אחשבו 
 
 
 

 

)נתונות הפונקציות   (2 ) ( )2 21 , 7f x x g x x= − = −. 

 . הפונקציות שלאת גודל השטח הכלוא בין הגרפים חשבו 
 
 
 

 

)  נתונות הפונקציות (3 ) ( )2 22 1 , 6 9f x x x g x x x= − + = − +.  

 .x-את גודל השטח הכלוא בין הפונקציות ובין ציר החשבו 
 
 

 

)נתונה הפונקציה  (4 ) ( )
2

2f x x= − . 

 מעבירים משיק.  y-מנקודת החיתוך שלה עם ציר ה

 את משוואת המשיק. מצאו   . א

 . x-את נקודת החיתוך של המשיק עם ציר המצאו   .ב

 x-את השטח הכלוא בין המשיק, גרף הפונקציה וציר החשבו  . ג

 )השטח המסומן(. 

 

)נתונה הפונקציה  (5 ) 2f x kx x= − . 

9yהישר    הפונקציה בשתי נקודות. חותך את גרף  =

9xשל אחת מנקודות החיתוך הוא  x-ידוע כי שיעור ה =. 

 .kאת ערך הפרמטר מצאו   . א

 החיתוך השנייה בין שני הגרפים.את נקודת מצאו   .ב

 x- את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישר וציר החשבו  . ג
 )השטח המסומן(. 

  

 

 

  

( )f x

y

x

1
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)הנגזרת של הפונקציה   (6 )f x,  שלהלן המתוארת באיור, 

) היא )' 3 2f x x= 6yשמשוואתו , ABישר . − =, 

) חותך את גרף הפונקציה  )f x  בנקודותA ו-B . 

 ,x- מנקודות אלו מורידים אנכים לציר ה

 .  ABCDכך שנוצר מלבן 
 . 4הוא  Aשל הנקודה  x-ידוע ששיעור ה

)  את הפונקציהמצאו   . א )f x  . 

 .x- את השטח הכלוא בין גרף הפונקציה, המלבן וציר החשבו  .ב

 

) חותך גרף הפונקציה שלהלןבאיור  (7 ) 2f x x= , 

)הפונקציה את גרף  )g x,   2בנקודה שבהx =. 

)הנגזרת של הפונקציה   )g x  היא ( )' 2 8g x x= −. 

)  את הפונקציהמצאו   . א )g x. 

 )המסומן(.  x-את השטח הכלוא בין שני הגרפים וציר החשבו  .ב

 

)מתוארים גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  (8 )f x   2והישרy x= . 

) נגזרת הפונקציה )f x  היא( )' 2 6f x x= −, 

 הפונקציה הישר חותך את כי וידוע 
 . 16הוא  y-שבה ערך ה בנקודה

)את הפונקציה מצאו   . א )f x. 

 אותן. מצאו האם יש לגרף הפונקציה ולישר עוד נקודות חיתוך? אם כן  .ב

 את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה והישר.חשבו  . ג

 

)גרף הפונקציה  (9 )
2

2

a x
f x

x

−
=  (a  )קבוע 

) בנקודה x-חותך את ציר ה )6,0. 

 וכתוב את הפונקציה.  aאת  מצאו   . א

   את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה,חשבו  .ב
2xוהישר   x-ציר ה =. 

  

( )f x
y

x

1
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 מתוארים הגרפים של הפונקציות  שלהלןבאיור  (10

( )
3

f x
x

)-ו  = )
3

g x
x

= −. 

xשני ישרים   העבירו k= ו-x t=, ותכים את אשר ח 
 . CD-ו ABויוצרים את הקטעים הגרפים של הפונקציות 

AB  ידוע כי 2CD=. 

4k  כי והרא . א t=. 

xהשטח הכלוא בין הגרפים של הפונקציות והישרים  .ב k= ו-x t=, 
12Sהוא  =. 

 .tאת  מצאו  

 

)הפונקציה   (11 )f x   0מוגדרת בתחום 10x . 

)בציור מתואר גרף הנגזרת  )'f x. 

)סקיצה של גרף הפונקציה   ורטטש . א )f x, 

)אם  ) ( )0 4 , 2 6f f= − =,( )5 0f = 

)וכן   )10 0f . 

 גרף הנגזרת והציריםאת השטח המוגבל ע"י חשבו  .ב
2xברביע הראשון, עד לנקודה שבה   =. 

 

)גרף הפונקציה   להלן (12 )'f x. 

 x-הגרף המתואר חותך את ציר ה

)בנקודה אחת בלבד והיא  )5,0. 

)את התחומים שבהם מצאו   . א )'f x חיובית 

 ואת התחומים שבהם היא שלילית. 

)מהם תחומי העלייה והירידה של הפונקציה  וקבע .ב )f x. 

)את נקודת הקיצון של הפונקציה  ובכת . ג )f x אם ידוע כי שיעור ה ,-y  

 .−2שלה הוא 

)סקיצה של גרף הפונקציה   ורטטש .ד )f x אם ידוע כי גרף הפונקציה ,

8yכאשר   y-חותך את ציר ה =. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  .ה )'f x .והצירים 

  

1
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)הנגזרת  (13 )'f x   של הפונקציה( )f x  .מתוארת באיור  

)- האם ל . א )f x ויש נקודות קיצון? נמק . 

)סקיצה של גרף הפונקציה   ורטטש .ב )f x, 

)אם ידוע כי   )3 4f  וכי היא חותכת את  =

5yבנקודה שבה   y-ציר ה = −. 

) גרף הנגזרתאת השטח הכלוא בין חשבו  . ג )'f x 

 ברביע הראשון.והצירים 

 

)מתוארים הגרפים של הפונקציות  שלהלןבאיורים  (14 )f x ו-( )'f x : 

 

 

 . ואיזה גרף שייך לאיזו פונקציה ונמק וזה . א

)נתון כי   .ב )10 3f = )וכי   − )f x חותכת את ציר ה-y   2בנקודה שבהy = − . 

) גרף הנגזרת מהו השטח המוגבל בין  )'f x  10, הצירים והישרx =? 

 

)נתון גרף הנגזרת  (15 )'f x : 

 

)את גרף הפונקציה  ורטטש . א )f x,   4בתחום 7x−  , 

)הנתונים  לפי ) ( )2 7.6  ,  0 2f f− = = )-ו − )6 606.8f = −. 

 ברביע השלישי.  x- וציר ה גרף הנגזרתבין את השטח המוגבל חשבו  .ב

 ברביע הרביעי. x- וציר ה גרף הנגזרתאת השטח המוגבל בין חשבו  . ג
  

I                                                  II 

1
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 פונקציות מעריכיות 

 אינטגרלים מיידים של פונקציות מעריכיות

 

)נתונה הפונקציה:   (16 )
4

x axe e
f x

+
=. 

ידוע כי הפונקציה עוברת דרך הנקודה: 
3

2

1
1,

4

e

e

 +
 
 

.   

 וכתוב את הפונקציה.  aאת  מצאו   . א

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  .ב )f x,    
0.1y  והישר x= . 
 y-ה ציר ,את השטח המוגבל בין גרף הפונקציה, הישרחשבו 

2xוהאנך  =. 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (17

)את הפונקציה  ורגז  . א )1xy e x= − . 

מתוארים הגרפים של  שלהלןבאיור  .ב
)הפונקציות  ) xg x e= −  ,( ) xf x xe=. 

x  ישר העבירו a=   ,( )0a   החותך את
  ויוצר את   הגרפים של שתי הפונקציות 

 והישר.   y-ציר ה, השטח המתואר הכלוא בין הגרפים של שניהם

 . 22e-ידוע כי שטח זה שווה ל 
 .aאת  מצאו  

  

 אינטגרלים יסודיים  אינטגרלים של פונקציות מורכבות

 
ln

mx n
mx n a

a dx c
m a

+
+ = +

 
ln

x
x a

a dx c
a

= + 

mx n
mx n e

e dx c
m

+
+ = + x xe dx e c= + 

y

x

( )f x

y

x

 ( )f x

22S e=

 g( )x

1
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 פונקציות לוגריתמיות

 לוגריתמיות אינטגרלים מיידים של פונקציות 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

1 1
lndx ax b c

ax b a
= + +

+ 
1

lndx x c
x

= + 

 

)נתונות הפונקציות  שלהלןבאיור  (18 )
1

a
f x

x
=

−
  

)-ו )
1

2

a
g x

x

−
=

−
0xבתחום  , . 

ידוע כי הגרפים של הפונקציות נחתכים בנקודה 
3xשבה   = . 

 את שתי הפונקציות.  ובוכת aאת  מצאו   . א

את השטח המוגבל ע"י הגרפים של חשבו  .ב
xוהישר  y-הפונקציות, ציר השתי  e= −. 

 

 

 

 

)  נתונות הפונקציות (19 )
4

f x
x

= )-ו − )
2 5

k
g x

x
=

+
. 

)גרף הפונקציה  )g x חותך את ציר ה-y  0.4בנקודהy =. 

)את הפונקציה  מצאו   . א )g x. 

  את נקודת החיתוך של שני הגרפים.מצאו   .ב
 

1xשני הגרפים והישר   ל ידיאת השטח המוגבל עחשבו  . ג = −. 
 

  

 ( )f x

  ( )g x

1
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 חזקה עם מעריך רציונאלי   ית יפונקצ

 אינטגרלים מיידים של פונקצית חזקה עם מעריך רציונאלי 

 אינטגרל יסודי אינטגרל של פונקציה מורכבת

( ) ( )
( )

1

1

m

m n
m

n n
ax b

ax b dx ax b dx c
m

a
n

+
+

+ = + = +
 
 + 
 

  
1

1

m
m n

n m n
x

x dx x dx c
m

n

+

= = +

+
  

 

1תנאי לקיום האינטגרציה: 
m

n
 −. 

 

) הפונקציה מופיע גרף  שלהלןבאיור  (20 ) 34f x x x= −. 

 את נקודות החיתוך של הפונקציה עם מצאו   . א
 .x-ציר ה

את השטח הנוצר בין גרף הפונקציה חשבו  .ב
 והצירים.

 
 

 

 

)מתואר גרף הפונקציה  שלהלןבאיור  (21 ) 42f x x= −.  
רף  החיתוך של גאנכים לצירים מנקודות  העבירו

 מלבן.הפונקציה עם הצירים כך שנוצר 
 השטח שבין גרף הפונקציה והצירים מסמנים את 

. 2S-ואת השטח שבין גרף הפונקציה והאנכים ב 1S-ב

1את היחס מצאו  

2

S

S
. 

 

 

 הגרפים של הפונקציות נתונים  שלהלןבאיור  (22

( ) 62g x x= )-ו − ) 3f x x=. 

 את נקודת החיתוך של הגרפים.מצאו   . א

 את השטח הכלוא בין שני הגרפים חשבו  .ב
 .y-וציר ה

 
 

 
  

1
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 תשובות סופיות 

1) 
1

57
6 

 (2 יח"ש. 
1

21
3

 (3 יח"ש. 
2

3
 .יח"ש 

4א.      (4 4y x= − )ב.     + )1,0
 

ג.     
2

3
 יח"ש. 

10kא.  (5 )ב.       = )1,9
 

ג.    
1

81
3 

 יח"ש. 

) א. (6 ) 2 3 10f x x x= − + ב.         +
1

27
6

 יח"ש.  

)א.  (7 ) ( )
2

4g x x= −
 

ב.       
1

5
3

 יח"ש.  

)א.  (8 ) 2 6f x x x= −
 

)ב.        )0,0
 

ג.     
1

85
3

 יח"ש. 

) א. (9 )
2

2

36
=  , 36

x
f x a

x

−
 יח"ש. 8ב.       =

1tב.  א. הוכחה  (10 = 

 יח"ש. 10ב.  (11

5xא. חיובית:   (12   :5, שליליתx .  :5ב. עולהx  :5, יורדתx  

)ג.  )min 5,  יח"ש.  10ה.   ד. הוכחה       −2

)א. לא. הנקודה   (13  היא פיתול מכיוון שהפונקציה עולה לפניה ואחריה.  3,0(

 יח"ש.  9ג.     ב. הוכחה  

)א.  (14 ) ( ): II ,  ' : If x f x      .יח"ש. 1ב 

 יח"ש. 604.8ג.   יח"ש.     9.6ב.  א. הוכחה  (15

2aא.  (16 = −  ,( )
2

4

x xe e
f x

−+
 1.52ב.   =

'א.  (17 xy xe=    .2בa = 

2aא.  (18 =  ,( )
1

2
g x

x
=

−
   ,( )

2

1
f x

x
=

−
1.76S  .ב   ש. "יח =

) א. (19 )
2

2 5
g x

x
=

+
)ב.   )2,  ג. −2

1
ln 5 1.674

3
S =  ש."יח 

)א.  (20 ) ( )0,0 , 16Sב.   8,0  ש. "יח =

21) 1

2

4
S

S
= 

) א. (22 ב.     1,1(
11

28
S  . ש"יח =

1

פרק 18שימושי האינטגרל המסויים (שטח-א...

81

81



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון –כתב ופתר  

 

 y-חישוב שטחים ביחס לציר ה

 שאלות 

2yאת השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (1 x= 6yוהישר   − x= +. 

 

2את השטח הכלוא בין הפרבולה  וחשב (2 2x y= 8yוהישר   + x= −. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 
5

20
6

 

2) 
5

20
6
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 אורך קשת

 שאלות 

 את אורך העקום הנתון:  וחשב

1) ( )
4

2

1
1 2  ,

8 4

x
x y

x
  = + 2) ( ) 2/31 8  , x y x  = 

3) ( )
5

3

1
1 2  ,  

15 4

x
x y

x
  = + 4) ( ) ( )

3/2
22

0 3  , 1
3

x y x  = + 

5) ( ) ( )
1

0 3  , 3
3

x y x x  = − 6) ( ) 2/3 2/31 8  , 4x x y  + = 

7) ( ) 3/20 4 ,  3 1y x y  = − 8) ( )1 2 ,  lnx y x  = 

 

 

 

 

 

 
 

 תשובות סופיות 

1) 
33

16
 

2) 
1.5 1.51 40 13

9 3 3

 
− 

 
 

3) 
1097

480
 

4) 21 

5) 1.51 2
2 3 3

2 3

 
+ 

 
 

6) 9 

7)  1.58
82 1

243
− 

8) 
1 5 1 1 2 1

5 ln 2 ln
2 25 1 2 1

   − −   
+ − +   

+ +      
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אינפי ב
פרק 19 - קווים ותחומים במישור, משטחים וגופים במרחב

תוכן העניינים

1. קווים ותחומים במישור י 84

2. קווים ותחומים במישור בהצגה פרמטרית י 88

3. קווים ותחומים במישור בהצגה קוטבית (פולרית) י 94

4. משטחים במרחב י 99

5. משטחים במרחב בהצגה פרמטרית  י (ללא ספר)

6. גופים במרחב י 101

7. קואורדינטות גליליות וכדוריות י 104

8. נספח – משטחים ממעלה שנייה י 108
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 ותחומים במישורקווים 

 שאלות 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (1

 . א ( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 .ב 2( , ) | 1 1, 1 4S x y x y= −   −   

 . ג ( , ) | 4S x y x y=   

 

 במישור את התחומים הבאים:שרטטו  (2

 . א ( , ) | 1 2 1S x y x y x= −   +  

 .ב ( , ) || 2 | 1S x y y x= −  

 . ג ( , ) || | 4S x y x y= +  

 .ד 2( , ) |( ) 4 , 1S x y x y x= +   

 

 את המרכז והרדיוס של המעגלים הבאים:מצאו   (3

2 . א 2 2 3 0x y x+ − − = 

2 .ב 2 8 15x y y+ − = − 

2 . ג 2 2 4 0x y x y+ + + = 

 

 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (4

21y . א x= − 

21y .ב x= − − 

21x . ג y= − 

21x .ד y= − − 

20 .ה 1 1x y x  = − 

23 .ו 3
1

5 5
x y x−   = − 

  

1
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 אותו. שרטטו בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל.  (5

22 . א 1 ( 3)y x= + − − 

22 .ב 6 8y x x= − − + − 

,23.5 . ג 4 1x x y = − − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (6

 . א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 . ג 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ד 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ה 2 2( , ) | 4 4S x y x y x= − −   − 

 .ו 2 2( , ) | 4 4S x y y x y= − −   − 

 .ז 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ח 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (7

 . א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 . ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (8

 . א 2 2( , ) | 2 4 1 0S x y x y x y= + − + +  

 .ב 2( , ) | 0 1 1S x y y x=  +  − 
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 :את התחומים הבאים במישורשרטטו  (9

 . א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

21 . ג 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

 

 .ד 2 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 .ה 2 2( , ) | 4S x y x y x=   − 

 .ו 2( , ) || 1| 1 ( 1)S x y x y x= −   − − 

 

2נתונה המשוואה  (10 225 4 50 16 59x y x y+ − + =. 

 אותה. שרטטו שהמשוואה מתארת אליפסה ו וחיהוכ . א

 את הפונקציות שמתארות את החצי העליון ואת החצי התחתון  מורש .ב
 של האליפסה. 

 את הפונקציות שמתארות את החצי הימני ואת החצי השמאלי  מורש . ג
 של האליפסה.

 ? החסומה בתוך האליפסה או עליה ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ד

החסומה בתוך האליפסה ומעל לציר   ,מהי קבוצת כל הנקודות במישור .ה
 ?שלה  המשני

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (11

 . א 2 2( , ) | 4 8 4 4 0S x y x y x y= + + − +  

22 .ב
( , ) | 0 9

3
S x y y x

 
=   − 
 

 

21 . ג 3
( , ) | 1 4

2 2
S x y y x y

 
= +   − 
 

 

2 .ד 22
( , ) | 9

3
S x y x y x

 
= − −   − 
 
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 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (12

 . א 2 2( , ) | 2S x y x y x=   − 

 .ב 2( , ) | 2S x y y x= −   − 

 . ג 2 2( , ) | 2S x y y x y= −   − 

 .ד 2( , ) | 1S x y y x y=   − 

 

 את התחומים הבאים במישור:שרטטו  (13

 . א
2 2

( , ) 1
4 9

x y
x y

  
−  

  
 

 .ב
2 2

2 2( , ) 1, 16
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 . ג
2 2

21
( , ) 1,

4 9 4

x y
x y y x

  
−   

  
 

 .ד
2 2

2 2( , ) 1, 4
4 9

x y
x y x y

  
−  +  

  
 

 

 

 תשובות סופיות 

 co.ilLGoo.לפתרונות מלאים ושרטוטים היכנסו לאתר 
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 ותחומים במישור בהצגה פרמטרית קווים 

 שאלות 

 מן ההצגה הפרמטרית הנתונה, להצגה קרטזית: עברו  (1

2 . א 20 1,t x t y t = + = 

20 .ב sin , cost x t y t  = = 

2 . ג cos , 4sint x t y t   = = 

 

 תיאור פרמטרי של מסלולים במישור. להלן (2
 משוואה מתאימה שמבטאת כל מסלול מצאו  ,tעל ידי חילוץ של הפרמטר  

 בלבד: y-ו xבאמצעות המשתנים  

24 . א ,x t y t= − = 

4  .ב cos , 1 2sinx t y t= − + = + 

3 . ג 34cos , 4sinx t y t= = 

) .ד 1) 1 , (0.5 1) 1x t t y t t= + + = + + 

  .ה
2

2 2

20 20 5
,

4 4

t t
x y

t t

−
= =

+ +
 

t,  .ו t t tx ke ke y ke ke− −= + = − (k  .)קבוע 

 

2נתון המעגל   (3 2 8x y+ = . 

 שרטטו את המעגל ומצאו את משוואתו הפרמטרית. . א

לנקודה  A(2,2)מצאו הצגה פרמטרית של חלק המעגל מהנקודה   .ב

B( 2, 2)− −. 

ומתחת  AB  המוגבל מעל הישר, D מצאו הצגה פרמטרית של התחום . ג
 למעגל. 

המוגבל בין המעגל הנתון למעגל , E מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד
2 2 16x y+ =. 
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2נתונים שני מעגלים  (4 2( 8) ( 4) 25x y− + − 2-ו = 2 25x y+ = . 

מצאו את משוואותיהם הפרמטריות ומצאו הצגה  ,שרטטו את המעגלים . א
 פרמטרית לתחום הכלוא בכל אחד מהמעגלים. 

 בעלת ערך A הנקודה תהיו  ,B-ו A,  המעגלים נחתכים בשתי נקודות .ב
 הגדול יותר. y- ה

 .B  לבין A מצאו את ההצגה הפרמטרית של חלק המעגל בין
 הפרידו לשני מקרים. 

 מצאו הצגה אלגברית לתחום החסום בין שני המעגלים.  . ג

 

 נתונות משוואות של שתי אליפסות:  (5

2 2

2 2

1
4 2

1
2 4

x y

x y


+ =


 + =


. 

 האליפסות ומצאו את הצגתן הפרמטרית. שרטטו את  . א

 אותן.  ומצא ,נקודות  4-האליפסות נחתכות ב .ב

 מסילות.  4-הנקודות לעיל מורכב מ 4הקו המחבר את  . ג
 מצאו את ההצגה הפרמטרית של כל אחת מהמסילות. 

 המוגבל בתוך שתי האליפסות.  ,מצאו הצגה פרמטרית של התחום .ד

 

2נתונה היפרבולה   (6 24 4x y− =. 

 ההיפרבולה מורכבת משתי מסילות.  . א
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

הציגו באופן פרמטרי את התחום המוגבל בין ההיפרבולה לבין   .ב
 האסימפטוטות שלה. 

 

2נתונה המשוואה  (7 23 3x y− =. 

 . ומתארת המשוואה? שרטטאיזה קו במישור  . א

 הקו מסעיף א' מורכב משתי מסילות.  .ב
את ההצגה האלגברית ואת ההצגה הפרמטרית של כל אחת   ומצא

 מהמסילות. 

)Aהיא חלק של הקו הנתון מהנקודה   C המסילה . ג 2, 3)−  לנקודה −

B( 1,0)−. 

 בצורה פרמטרית.  C אתכתבו 

 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד
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את אורך העקום חשבו  (8
sin

1 cos

x t t

y t

= −


= −
   0 2t  . 

 

את אורך העקום חשבו  (9

4sin

2 10

4cos

x t

t y t

z t

 

=


−   =
 =

. 
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 תשובות סופיות 

,1א.  (1 1y x x= −      .21ב , 1 1y x x= − −    

ג. 
2

2 1 , 1 1, 0
16

y
x x y+ = −    

)2א.  (2 4)y x= ב.      +
2

2 1
( 4) 1

2

y
x

− 
+ + = 

 
ג.  

2 2 2

3 3 34x y+ = 

2ד.   24 4 2 1x xy y y− + = 2ה.     − 2 25x y+ 2ו.     = 2 24x y k− = 

א.  (3
( ) 8 cos

0 2
( ) 8 sin

x t t
t

y t t


 =
 

=

ב.   
( ) 8 cos 5

4 4( ) 8 sin

x t t
t

y t t

  =
 

=

 

ג. 
( , ) 8 cos 5

0 1,
4 4( , ) 8 sin

x u v u v
u v

y u v u v

  =
   

=

 

ד.  
( , ) cos

8 4, 0 2
( , ) sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
 

2המעגל  א.  (4 2 25x y+  . 5. רדיוס: (0,0)מרכז: :=

הצגה פרמטרית של המעגל:   
( ) 5cos

0 2
( ) 5sin

x t t
t

y t t


=
 

=
 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


=
   

=
. 

2המעגל  2( 8) ( 4) 25x y− + − ,8)מרכז: :=  .5. רדיוס: (4

הצגה פרמטרית של המעגל:  
( ) 8 5cos

0 2
( ) 4 5sin

x t t
t

y t t


= +
 

= +
. 

הצגה פרמטרית של העיגול:  
( , ) 8 5 cos

0 1, 0 2
( , ) 4 5 sin

x u v u v
u v

y u v u v


= +
   

= +
. 

 : 1מקרה ב. 
( ) 5cos 4

, 0 arctan
( ) 5sin 3

x t t
t

y t t

=  
   

=  
, 

  - 2מקרה 
8 5cos 4

, arctan
4 5sin 3

x t
t

y t
 

= +  
  +  

= +  
. 

ג.  2 2( , ) | 25 ( 4) 8 25x y y x y− − − +   − 

א.  (5
( ) 2cos , ( ) 2 sin 0 2

( ) 2 cos , ( ) 2sin 0 2

x t t y t t t

x t t y t t t





 = =  


= =  

 

ב.  
2 2 2 2 2 2 2 2

, , , , , , ,
3 3 3 3 3 3 3 3

A B C D
       

− − − −       
       
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              : DAהמסילה ג. 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t

 =    
−      

=    
. 

:  BCהמסילה 
1 1( ) 2 cos

arctan arctan
2 2( ) 2sin

x t t
t

y t t
 

 =    
− +   +    

=    
. 

)           :  ABהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t


=
  − +

=
. 

) :  CDהמסילה  ) ( )
( ) 2cos

arctan 2 arctan 2 2
( ) 2 sin

x t t
t

y t t
 

=
+   − +

=
. 

ד.  

1 2 3 4

1

3

2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

1 1
0 1, arctan arctan

2 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1

D D D D D

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

v

x u v v
D

y u v v

 

=   

 =


=

   
  −     

   

 =


=

   
  − +   +   

   

=


=

 

u

u

u

u

u

u

u

u

u ( ) ( )

( ) ( )

4

, arctan 2 arctan 2

( , ) 2 cos
:

( , ) 2 sin

0 1, arctan 2 arctan 2 2

v

x u v v
D

y u v v

v



 

  − +

=


=

  +   − +

u

u

u
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אלגברית: ימנית  א.  (6
2

1
4

y
x = שמאלית   ,+

2

1
4

y
x = − +. 

פרמטרית: ימנית  
cosh

2sinh

x t
t

y t

=


=
:  שמאלית ,

cosh

2sinh

x t
t

y t

= −


=
. 

ב.  

1 2

1

2

( , ) cosh
: 0 1,

( , ) 2 sinh

( , ) cosh
: 0 1

( , ) 2 sinh

D D D

x u v u v
D u v

y u v u v

x u v u v
D u v

y u v u v

= 

=
  

=

= −
  

=

 

אלגברית: ימנית  . ב א. היפרבולה. (7
2

1
3

y
x = שמאלית   ,+

2

1
3

y
x = − +. 

פרמטרית: ענף ימני 
cosh

3 sinh

x t
t

y t

=


=
וענף שמאלי  

cosh

3 sinh

x t
t

y t

= −


=
 . 

ג. 
cosh

: ln(2 3) 0
3 sinh

x t
C t

y t

= −
−  

=
 1ד.   

8) 8 

9) 6 29 
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 קווים ותחומים במישור בהצגה קוטבית )פולרית(

 שאלות 

 על הסעיפים הבאים: וענ (1

,4את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
 
 

 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )1, 1−  לנקודה קוטבית.  −

 
 

 על הסעיפים הבאים: וענ (2

,10את הנקודה הקוטבית  וריהמ . א
3

 
− 

 
 לנקודה קרטזית.  

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ .ב )0,  לנקודה קוטבית.  −4

)את הנקודה הקרטזית   וריהמ . ג )2,  לנקודה קוטבית.  −2

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (3

24את המשוואה   וריהמ . א 1x x xy− =  לקואורדינטות קוטביות.  +

4cosrאת המשוואה   וריהמ .ב =  לקואורדינטות קרטזיות.  −

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (4

2את המשוואה   וריהמ . א 2 4x y y+  לקואורדינטות פולריות.  =

10xאת המשוואה   וריהמ .ב  לקואורדינטות פולריות.  =

4yאת המשוואה   וריהמ . ג  לקואורדינטות פולריות.  =

 

 על הסעיפים הבאים: וענ (5

4rאת המשוואה   וריהמ . א  לקואורדינטות קרטזיות.  =

/את המשוואה   וריהמ .ב 4 =  .לקואורדינטות קרטזיות 

2cosאת המשואה   וריהמ . ג 4sinr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  +

36את המשוואה   וריהמ .ד sin 4 cosr  =  לקואורדינטות קרטזיות.  −
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 קו. אחד מהםבכל  ש ,שני איורים להלן (6
 כל אחד מהקווים בהצגה פולרית.  בוכת

 
 איור א                                                               איור ב                          

               

 

 . בכל אחד מהסעיפים הבאים חלק ממעגל (7
 אותו בהצגה פולרית.  ובכת

21y .א x= − 

21y .ב x= − − 

21x .ג y= − 

21x .ד y= − − 

21 .ה , 0 1y x x= −   

2 .ו 3 3
1 ,

5 5
y x x= − −   

 
 שכל אחד מהקווים מתאר חלק ממעגל. וחיהוכג - בסעיפים א  (8

 אותו בצורה פולרית )קוטבית(.   וגיאת הקו והצ ושרטט

24 .א ( 2)y x= − − 

26x .ב y y= − − 

21 .ג 1y x= − + − 
 את הקו מסעיף ג' על ידי ישר מתאים.  ורסג .ד

 מהי הצגתו הפולרית של ישר זה? 
 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (9

 .א 2 2( , ) | 4S x y x y= +  

 .ב 2( , ) | 0 4S x y y x=   − 

 .ג 2( , ) | 4 0S x y y x= − −   
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 : אותם בהצגה פולרית וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (10

 .א 2 2( , ) |1 4S x y x y=  +  

 .ב 2 2( , ) |1 4, 0, 0S x y x y x y=  +    

 .ג 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y x=  +   

 .ד 2 2( , ) |1 4, 0S x y x y y=  +   

 

 אותם בהצגה פולרית:  וגיאת התחומים הבאים במישור והצ ושרטט (11

 .א 2 2( , ) |1 4, 2S x y x y x y x=  +    

 .ב 2 2( , ) | 4,S x y x y y x= +   

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (12 25
( , ) | 25

7 7
S x y x y x

 
= +   − 
 

. 

 

21את התחום הבא בצורה פולרית:   וגיהצ (13
( , ) | 8

3
S x y x y x x

 
=   − 
 

. 

 

 בכל איור תחום. ו ,שני איורים להלן (14
 במילים כל אחד מהתחומים.  ו תארו כל אחד מהתחומים בהצגה פולרית ובכת

 איור א                                                               איור ב                          

               
 

 

 

 

 

 

 

  

1

פרק 19קווים ותחומים במישור, משטחים ו...

96

96



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 תשובות סופיות 

)א.  (1 ) ( ), 2,2 3x y )ב.   = )
5

, 2,
4

r



 

=  
 

 

) א. (2 ) ( ), 5, 5 3x y = )ב.   − )
3

, 4,
2

r



 

=  
 

)ג.   )
3

, 8,
4

r



 

=  
 

 

2א.  (3 24 cos cos 1 cos sinr r r r   − = +  .2  ב 2 2( 2) 2x y+ + = 

4sinr א. (4 =  .ב  cos 10r  sin ג.  = 4r  = 

2א.  (5 2 24x y+ yב.    = x=  .2 ג 2( 1) ( 2) 5x y− + − = 

)  ד. )
3

2 2 2 26 4x y y x y x+  = + − 

א.  (6
1

0
cos 3

r





=     .ב
1

sin 6 2
r

 



=   

א.  (7
1

0

r

 

=


 
ב.    

1

2

r

  

=


 
ג.  

1

2 2

r

 


=


−  


 

ד.  
1

3

2 2

r

 


=



 


ה.   
1

0
2

r




=



 


. ו  
1

4 4
arctan arctan

3 3

r

 

=

  

  − + 
 

 

4cosא.  (8 , 0 0.5r   =     .6בsin , 0.5r    =   

ג. 
2sin

1.25 1.75 2

r

or



     

= −


   
ד.   

1
, 1.25 1.75

sin
r   


= −   

א.  (9
0 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

0 2

0

r

 

 


 
ג.   

0 2

0.5 1.5

r

  

 


 
 

א.  (10
1 2

0 2

r

 

 


 
ב.    

1 2

0 0.5

r

 

 


 
ג.  

1 2

0.5 0.5

1 2

1.5 2.5

r

or

r

  

  

 

−  

 


 

 

ד.  
1 2

0

r

 

 


 
 

א.  (11
1 2

0.25 arctan 2

r

 

 

 
0  ב.   2, 0.25 1.25r       

12) 

25
5

7sin cos

4 3
arctan arctan

3 4

r
 

 

 
−

 
  − + 

 

 

1

פרק 19קווים ותחומים במישור, משטחים ו...

97

97



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

13) 0 8cos ,
6 2

r
 

     

א.  (14
1

0 0
cos 3

r





      .ב
1

0
sin 6 2

r
 




    
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 משטחים במרחב

 שאלות 

 : 3-1בשאלות המשטחים  את ו ושרטט וזה

1) 
2 2 2

1
4 9 25

x y z
+ + = 

 

2) 2 25 1.25z x y= + 
 

3) 2 2 220 45 180 36x y z+ = + 

 

 את המשטחים הבאים: ו ושרטט וזה (4

2 . א 24 1z x y= + + 

2 .ב 23z x y= − − 

 

 כל אחד מהמשטחים הבאים: וזה (5

2 . א 2 225 100 4 100x y z+ + = 

2 .ב 225 4 50 16 100 41 0x y x y z+ − − − + = 

2 . ג 2 24 4 80 404 0x y z z+ − + − = 

 

2  את החיתוך בין המשטח  ומצא (6 2 2 169x y z+ + 12zלבין המשטח   = =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (7 2 22 2 2 16 4 40 206 0x y z x y z+ + − − + + =. 

 . את המשטח וזה . א

את נקודות החיתוך של המשטח עם הישר    ומצא .ב
5 1 14

2 1 2

x y z− + +
= =. 

 

2  את החיתוך בין המשטחים  ומצא (8 2 2( 10) 24x y z+ + − 2-ו = 2 2 64x y z+ + =. 
 את התוצאה מבחינה גרפית.  וריהסב

 

2נתון המשטח  (9 2 236 4 9 36z x y+ − =. 

 את המשטח ושרטט אותו.  וזה . א

 ,הצגה פרמטרית של שני ישרים שאינם נמצאים באותו מישור מורש .ב
 שנמצאים כולם על המשטח. ו

1
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2נתונים שני משטחים:  (10 2 2 2 2 2: 2 3, : 2 3R x y z Q x y z− + = − + =. 
 זהו את המשטחים ושרטטו אותם.  . א
הוא שתי מסילות , כל אחת נמצאת  Q-ו R  הראו כי החיתוך בין .ב

 .ללוכתבו את משוואת המישורים ה, ובמישור
)Aנתון כי  .Q-ל Rן  היא חלק של החיתוך בי C המסילה . ג 2, 3, 2)− היא  −

)B-ו C נקודת התחלה של  .C היא נקודת סיום של −(1,0,1

 בצורה פרמטרית.  C כתבו את
 .C למסילה y-מצאו את המרחק הקצר ביותר בין ציר ה .ד

 

 

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא •

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

 . אליפסואיד (1

 מעלה. פרבולואיד אליפטי הנפתח כלפי  (2

 .היפרבולואיד חד יריעתי (3

)א. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה   (4  ונפתח כלפי מעלה.  0,0,1(

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    . ונפתח כלפי מטה  0,0,3(

 .א. אליפסואיד (5

)ב. פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה    ונפתח כלפי מעלה.  1,2,0(

)  יריעתי שמרכזו בנקודה-ג. היפרבולואיד חד )0,0,10. 

2החיתוך הוא מעגל   (6 2 25x y+ )  שמרכזו בנקודה ,= )0,0,12 . 

)א. ספירה שמרכזה  (7 )4,1,  .14ורדיוסה  −10

)נקודות החיתוך הן  )
59 2 112

A 7,0, 12 , B , ,
9 9 9

 
− − − 

 
. 

2החיתוך הוא המעגל   (8 2 15x y+ )שמרכזו בנקודה    ,= )0,0,7. 

 .y-ה יריעתי שמרכזו על ציר-א. היפרבולואיד חד (9

1ב.    2: ( , , ) (3 ,2 ,1) : ( , , ) (3,2 , )x y z t t x y z t t= = 

z,ב.   . יריעתי-שני המשטחים הם היפרבולואיד חדא.  (10 x z x=− = 

:ג.  cosh , 3 sinh , cosh ln(2 3) 0C x t y t z t t= − = = −      .2ד 

1
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 גופים במרחב

 שאלות 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (1

 . א 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z= + +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4 4V x y z x y z x y= − − −   − − 

 . ג 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ד 2 2( , , ) | 0 4V x y z z x y=   − − 

 .ה 2 2 2( , , ) | 4 , 0V x y z x y z z= + +   

 .ו 2 2( , , ) | 4 0V x y z x y z= − − −   

 .ז ( , , ) | 0 2, 0 4, 0 3V x y z x y z=       
 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (2

 . א 2 2 2( , , ) | 1, 0, 0, 0V x y z x y z x y z= + +     

 .ב 2 2( , , ) | 0 1 , 0, 0V x y z z x y x y=   − −   

 . ג 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x y z=  + +     

 .ד 2 2 2( , , ) |1 4, 0, 0, 0D x y z x y z x z y x=  + +      

 .ה 2 2( , , ) | 1 1 1V x y z z x y=   + − − 

2 .ו 2 2 21 1
( , , ) |

2 4
V x y z x y z x y

  
= +   + − − 
  

 

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (3

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 3( )V x y z x y z z x y= + +   + 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 3( ) 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 1V x y z z x y x y=   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 3, 0, 0, 4V x y z y x z x z=     +  

 .ה
2 2

2 2 2( , , ) | 0, 0, 0, 36, 1
9 16

x y
V x y z x y z x y z

 
=    + +  +  
 

 

1

פרק 19קווים ותחומים במישור, משטחים ו...

101

101



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (4

 . א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4V x y z x y z x y= +   − − 

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ד 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 במילים את הגוף שהתקבל. ותארו את התחומים הבאים במרחב ושרטט (5

 . א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1x y z x y z x y+ +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1x y z x y z x y z x y+ +     +  

 . ג 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 0, 0, 1V x y z z x y x y x y=   − −   +  

 .ד 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ה 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  

 

 במרחב. V בכל אחד מהסעיפים הבאים איור של גוף (6
)}אותו לפי התבנית  ובמילים את הגוף וכתב ותאר , , ) | ...}V x y z=. 

 ב.       .א

                                    
 

 

2משטחים הנתונים  (7 2z x y= 2-ו + 22z x y= − +. 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

 את התחום החסום בין המשטחים.  ושרטט .ב

 את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים.  ומצא . ג
  

1
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2נתונים שני משטחים:  (8 2 2z x y z= + 2-ו + 2z x y= + . 

 כל אחד מהמשטחים בשם. וזה . א

את התחום החסום בין המשטחים וכתוב אותו בתבנית  ושרטט .ב

( ) , , | ? ??V x y z z=  . 

 .את משוואת עקום החיתוך בין המשטחים  ומצא . ג
 

נתונים על ידי   N-ו  Mממדיים  - תחומים תלת (9
2 2 2

2 2 2

: 2 3

: 2 3

M x y z

N x y z

− + 

− + 
. 

 .N- ל  Mהוא החיתוך בין Wממדי - תחום תלת
1yעם המישור   W, החיתוך של Dשרטטו את   (,xz)במערכת צירים  =

 בהצגה פרמטרית.  Dוכתבו את 
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 קואורדינטות גליליות וכדוריות

 שאלות

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (1
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 את המשטח.  ומהו שמו של המשטח? שרטט

3z .א = 

2 .ב 24 4z x y= + 

2 .ג 2 4x y+ = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת קרטזית. (2
   משוואה של המשטח במערכת גלילית ובמערכת כדורית.את ה ומצא

 המשטח. את  ומהו שמו של המשטח? שרטט

2 .א 2 2 9x y z+ + = 

2 .ב 3 4 1x y z+ + = 

2 .ג 216x z= − 

2 .ד 2z x y= + 

 

 . גליליתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת   (3
 את המשטח.  ומהו שם המשטח? צייר  את המשוואה במערכת קרטזית. וג יהצ

3r .א = 

2z .ב r= 

z .ג r= 

 .ד
4


 = 

4sinr .ה = 

2 .ו cos 2r z =  
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 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (4
 את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח?  וג יהצ

3r .א = 

 .ב
3


 = 

 .ג
4


 = 

2secr .ד = 

4cosr .ה = 

 

 . כדוריתבכל אחד מהסעיפים הבאים נתונה משוואה של משטח במערכת  (5
 את המשטח.  ו את המשוואה במערכת קרטזית. מהו שם המשטח? שרטט וג יהצ

sin .א 1r  = 

sin .ב 2cosr  = 

2sin .ג cos 0r  − = 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (6
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 2V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 6V x y z x y z x y= +   − − 

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (7
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2( , , ) | 1V x y z x y z x y= +   − − 

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 0 4 , 2 0V x y z z x y x y x=   − − + −  

 

 בכל אחד מהסעיפים הבאים גוף במרחב.  (8
 אותו בקואורדינטות גליליות.   ובאותו, וכת ושרטט ,אותו במילים ותאר

 .א 2 2 2 2 2( , , ) | 4, 1V x y z x y z x y= + +  +  

 .ב 2 2 2 2( , , ) | 4, 0, 0, 0, 1V x y z x y z x y z x y= + +     +  

 .ג 2 2 2 2 2 2( , , ) | 4 , 1V x y z x y z x y x y= +   − − +  

 .ד 2 2( , , ) | 0 10 , 1 4U x y z z y x y=   −  +  
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 תשובות סופיות

3zמערכת גלילית:  א. (1 מערכת כדורית: . =
3

cos
r


 . שם המשטח: מישור. =

24zמערכת גלילית:ב.  r=  :מערכת כדורית .
2

cos

4sin
r




= . 

 פרבולואיד.  שם המשטח:

2rמערכת גלילית:  ג.  . מערכת כדורית: =
2

sin
r


 . שם המשטח: גליל.  =

2מערכת גלילית:   א. (2 2 9r z+ 3r.  מערכת כדורית:  =  . ספירה. שם המשטח: =
2cos)  מערכת גלילית:ב.  3sin ) 4 1r z + + =. 

2cos)   מערכת כדורית: sin 3sin sin 4cos ) 1r     + + =. 
 . :מישור שם המשטח 

2  מערכת גלילית:ג.  2 2cos 16r z + 2מערכת כדורית:   .= 2 2(1 sin sin ) 16r  − = .
 . גליל  שם המשטח:

z:מערכת גליליתד.  r=  .:מערכת כדורית  
4


  . חרוט שם המשטח:. =

2: מערכת קרטזית א. (3 2 9x y+  גליל.   :שם המשטח .=

2:  מערכת קרטזיתב.  2z x y=  . פרבולואיד:  שם המשטח .+

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  . : חרוטשם המשטח .+

y  :מערכת קרטזיתד.  x= .מישורשם המשטח : . 

2  מערכת קרטזית:ה.  2( 2) 4x y+ −  גליל. :  שם המשטח. =

2  מערכת קרטזית:ו.  2z x y=  פרבולואיד היפרבולי. :  שם המשטח. −

2: מערכת קרטזיתא.  (4 2 2 9x y z+ +  . ספירה  :שם המשטח .=

3y  :מערכת קרטזיתב.  x= .מישור.   :שם המשטח 

2  :מערכת קרטזיתג.  2z x y=  חרוט.   :שם המשטח. +

2z  :מערכת קרטזיתד.   מישור.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתה. 2 2( 2) 4x y z+ + − =. 

 .2ורדיוסה   (0,0,2)  ודהספירה שמרכזה בנק:  שם המשטח

2  :מערכת קרטזיתא.  (5 2 1x y+  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתב.  2( 1) 1x y− +  גליל.   :שם המשטח. =

2  :מערכת קרטזיתג.  2 2( 1) 1x y z− + +  ספירה.   :שם המשטח .=

א.  (6 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 2r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2 2( , , ) | 0 2, 0 2 , 6r zV r z r r z r   =       − 
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א.  (7 2 2( , , ) | 0 0.5, 0 2 , 1r zV r z r r z r   =       − 

ב.  2( , , ) | 0 2cos , 0.5 0.5 , 0 4r zV r z r z r     =   −     − 

א.  (8 2 2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4 4r zV r z r r z r   =     − −   − 

)2ב.  , , ) | 0 1, 0 , 0 4
2

r zV r z r z r


 

 
=       − 
 

 

ג.  2( , , ) | 0 1, 0 2 , 4r zV r z r r z r   =       − 

ד.  ( , , ) |1 2, 0 2 , 0 10 sinr zV r z r z r    =       −  
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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אינפי ב
פרק 20 - פונקציות של מספר משתנים - מבוא, קווי גובה, משטחי רמה

תוכן העניינים

1. מבוא לפונקציה של שני משתנים י 111

2. קווי גובה לפונקציה של שני משתנים י 113

3. משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים י 115

4. נספח – משטחים ממעלה שנייה י 116
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 מבוא לפונקציה של שני משתנים 

 : ציות הבאותקעבור כל אחת מהפונ 

 של הפונקציה.  Dאת תחום ההגדרה   ומצא . א

 .D סקיצה של הקבוצה ושרטט .ב

 

1) 2 2 2( , ) 5 ln(4 )f x y x y y x= − − + − 

 

2) 
2 2 1

( , ) 4f x y x y
x

= + − + 

 

3) 
2 2( , ) 1

x y
f x y x y

x y

+
= − + + +

−
 

 

4) ( , ) 4 4g x y x y x y= + + − 

 

5) 
1 1

( , )
4 4

f x y
x y x y

= +
+ −

 

 

6) ( , ) 4h x y x y= − + 

 

7) 
2 2

2 2

4
( , ) ln 4xyf x y e x y

x y
= + + −

+
 

 

8) 
4

( , )
1 | | | |

z x y
x y

=
− −

 

 

9) 
4

( , ) ln
4

x y
z x y

x y

 −
=  

+ 
 

 

10)  ( , ) ln ln( 4 )f x y x y x= − 

  

1

פרק 20פונקציות של מספר משתנים - מבוא...

111

111



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר לפתרון מלא בסרטוני וידאו היכנסו ל 

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

11) 
1 1 1

( , , )
4 1

u x y z
x y z

= + +
+ −

 ( ענו על סעיף א בלבד) 

 

12) ( , ) tan
y

f x y
x

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  =

 

13) 
( )

2 2

2 2

1 1
arcsin

4 4
( , )

ln 1

x y

f x y
x y

 
+ 

 =
+ −

 )רק לתלמידי מדעים מדויקים/הנדסה(  

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 2 21
( , ) 5

4
D x y x y x

 
=   − 
 

 

2)  2 2( , ) | 4 , 0D x y x y x= +   

3)  2 2( , ) | 1 ,D x y x y y x= −   

4) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

5) 
1 1

( , ) |
4 4

D x y x y x
 

= −   
 

 

6)  2( , ) | 4 4 , 0D x y y x x= −   −  

7)  2 2( , ) | 4D x y x y= + = 

8)  ( , ) | | | | | 1D x y x y= +   

9) 
1 1 1 1

( , )
4 4 4 4

D x y x y x or x y x
 

=   − −   
 

           

10)  ( , ) | [ 0and 4 4 1] or [ 0 and 4 1]D x y x x y x x y x=    +   + 

11)  ( , , ) | 4, 1, 0D x y z x y z=  −                   

12) 2( , ) 0,
2

D x y R x y k x k



  

=    +   
  

 

13)  2 2( , ) 1 2 4D x y x y=  +   
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 קווי גובה לפונקציה של שני משתנים 

 , אותו ו, שרטטתחום הגדרה  ומצא ,6-1  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 
 :מפת קווי הגובה/רמה של הפונקציה את  וושרטט

1) ( , )
y

f x y
x

= 

 

2) ( , ) ln lnf x y x y= + 

 

3) 2 2( , )f x y x y= + 

 

4) 2 2( , ) 1f x y x y= − − 

 

5) 2( , ) ln( )f x y x y= − 

 

6) ( , )f x y x y= 

 

 : וי גובהומפת ק ושרטט  10-7  בשאלותעבור כל אחת מהפונקציות 

7) 2 2( , ) ( 1) ( 3)f x y x y= − + + 

 

8) ( , ) x yf x y e −= 

 

9) ( , ) 2ln lnf x y x y= + 

 

10) ( , ) min{3 , }f x y x y= 

 

 :kאת קו הגובה  ושרטט ,11-31בשאלות  עבור כל אחת מהפונקציות 

11) ( ) 20,4 ( , ) ( )k f x y x y= = − 

 

12) ( )  20,2 ( , ) min ,k f x y y x x y= = − + 

 

13) ( )
2 2

2 2

3 3
1 ( , )

3 3

x x y x y
k f x y

x x y x y

 + − − 
= = 

− + + − 
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נתונה הפונקציה  (14
2 1

( , )
2 1

x y x
f x y

x y x

 − 
= 

+ 
 . 

)את קו הגובה  ושרטט . א , ) 0f x y =. 

)קו הגובה  Cלאילו ערכי  .ב , )f x y C=  ?הוא קו רציף 
 ציירו את קו הגובה במקרה זה.

 

 

 הערות

 .סיכום של כל המשטחים הנפוצים ובסוף קובץ זה תמצא  * 
 .עקומות שוות ערך =עקומות אדישות  =  = קווי רמהקווי גובה   **
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 0x  ה, המישור ללא ציר -y. 

2) 0, 0x y .הרביע הראשון ללא הצירים , 

 כל המישור. (3

4) 2 2
1x y+ .עיגול היחידה , 

5) 2
y x 

6) 0y .חצי המישור העליון , 

 

 GooL.co.ilלפתרונות מלאים ושרטוטים של שאר השאלות, היכנסו לאתר: 
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 משטחי רמה לפונקציה של שלושה משתנים 

 שאלות 

2נתונה הפונקציה  (1 2( , , ) 4f x y z x y z= − − − . 

 אותו.  ושרטט ו של הפונקציה 2את משטח הרמה   ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (2 2( , , )f x y z z x y= + + . 
 אותו.  ושל הפונקציה ושרטט  4את משטח הרמה   ומצא

 

 את משטחי הרמה:  ומהפונקציות הבאות מצאעבור כל אחת  (3

) . א , , ) 4x y zf x y z + −= 

2 .ב 2( , , )f x y z z x y= − − 

 

נתונה הפונקציה  (4
2 2

2 2
( , , )

x y
f x y z

x z

+
=

+
 . 

 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

2נתונה הפונקציה  (5 2 2( , , )f x y z z y x= − − . 
 את משטחי  הרמה של הפונקציה.  ומצא

 

 
 

 תשובות סופיות 

)חצי ספירה עליונה שמרכזה בנקודה  (1 )0,0,  . 2ורדיוסה  −2

)פרבולואיד אליפטי שמרכזו בנקודה  (2  ונפתח כלפי מטה.  0,0,4(

 א. מישורים. (3
 , הוא פרבולואיד אליפטי kב. משטח רמה 

)שמרכזו בנקודה   )0,0,k  .ונפתח כלפי מעלה 

0kעבור   (4   לא קיים משטח רמהk. 

0kעבור   )נקודה  = 1kעבור   .0,0,0(  מישורים. =

1kעבור     ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-y. 

0עבור   1k   ה חרוט אליפטי שמרכזו על ציר-z. 

0kעבור   (5  0עבור  יריעתי.-היפרבולואיד חדk  . חרוט אליפטי =
0kעבור    יריעתי. -היפרבולואיד דו 
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 משטחים ממעלה שנייה – נספח 

 אליפסואיד 

 

 

 

 

 חרוט אליפטי 

 

 

 

 

 אליפטי גליל

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ + = 

 :  החתכים במישורי הקואורדינטות הם אליפסות;תיאור

aבמישורים מקבילים. אם    כך הם גם החתכים b c= = ,

 הנ"ל הם מעגלים. והחתכים  aעם רדיוס  כדורנקבל 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2

x y z

a b c
+ = 

במישור  תיאור החתך    :xy   ;)הראשית( נקודה  הוא 

הם אליפסות.    xyהחתכים במישורים מקבילים למישור  

הנחתכים   yz  -ו  xzבמישור    החתכים ישרים  זוג  הם 

אלו   בראשית; למישורים  מקבילים  במישורים  החתכים 

 הם היפרבולות.

* מרכז החרוט הוא על הציר המתאים למשתנה המופיע 

 אחד האגפים. ב לבד

:  משוואה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ = 

הוא אליפסה; כך הם החתכים   xy:  החתך במישור  תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyבמישורים מקבילים למישור 

yz במישורים  הם זוג ישרים מקבילים וכך הם החתכים 

 מקבילים למישורים אלו . במידה ומשוואת הגליל היא 

2 2 2x y r+  הם מעגלים.  , החתכים הנ"ל=

 * מרכז הגליל הוא על הציר המתאים למשתנה שאינו מופיע 

 במשוואת הגליל. 
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 יריעתי-היפרבולואיד חד

 

 

 

 

 יריעתי-דוהיפרבולואיד 

 

 

 

 

 פרבולואיד אליפטי 

 

 

 

  

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = 

 הוא אליפסה; כך הם החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 -ו xz. החתכים במישור xyלמישור  במישורים מקבילים

yz במישורים מקבילים הם היפרבולות; כך הם גם החתכים 

 למישורים אלו.

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-ז היפרבולואיד חד* מרכ

 למשתנה שלפניו המינוס. 

 

 

:  משוואה
2 2 2

2 2 2
1

x y z

a b c
+ − = − 

 ; החתכים  xy:  למשטח זה אין חתך במישור תיאור

 , החותכים את המשטח, xy במישורים מקבילים למישור 

 הם היפרבולות ; yz  -ו xzהם אליפסות. החתכים במישור 

 כך הם גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 יריעתי  הוא על הציר המתאים-* מרכז היפרבולואיד דו

 שלפניו המינוס. למשתנה 

 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
+ = 

 הוא נקודה )הראשית(; החתכים xy:  החתך במישור תיאור

 ונמצאים מעליו הם  xyבמישורים מקבילים למישור 

 הם פרבולות; כך הם yz  -ו xzאליפסות. החתכים במישור 

 גם החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

אם      *0c     ואם מעלה  כלפי  נפתח  0cהפרבולואיד   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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 היפרבולי פרבולואיד  

 

 

 

 

 

 

 

 דוגמאות שונות 

 

 

 

 

 
2 2 2 1x y z+ + =  2 2 2

1
4 4 16

x y z
+ + = 

 2 23z x y= − − 

     

 

 

 

 

 

2 24 1z x y= + +  2 2z x y= +  1x y z+ + = 

 

:  משוואה
2 2

2 2

x y z

a b c
− = 

 הוא זוג ישרים נחתכים  xy:  החתך במישור תיאור

 הם xyבראשית; החתכים במישורים מקבילים למישור 

למישור   שמעל  אלו  ציר   xyהיפרבולות;  בכיוון   נפתחות 

 .x-נפתחות בכיוון ציר ה xyואלו שמתחת למישור  y-ה

 הם פרבולות; כך הם גם yz  -ו xzהחתכים במישור 

 החתכים במישורים מקבילים למישורים אלו. 

 * מרכז הפרבולואיד האליפטי הוא על הציר המתאים

 למשתנה המופיע ללא ריבוע.

0c* אם         0הפרבולואיד נפתח כלפי מעלה ואםc   

 הפרבולואיד נפתח כלפי מטה. 
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אינפי ב
פרק 21 - גבולות ורציפות של פונקציות של מספר משתנים

תוכן העניינים

1. גבול של פונקציה של שני משתנים י 119

2. רציפות של פונקציה של שני משתנים י 122

3. נוסחאות – גבולות י 125
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 גבול של פונקציה של שני משתנים 

 שאלות 

 : 9-1בשאלות את הגבולות  וחשב

1) 
3

3( , ) (0,0)

sin( )
lim

x y

x y

x y→
 

 

2) 
2 2( , ) (3,2)

sin( 6)
lim

36x y

xy

x y→

−

−
 

 

3) 
( , ) (1,2)

arctan( 3)
lim

ln( 2)x y

x y

x y→

+ −

+ −
 

 

4) 2 2

( , ) (0,0 )
lim ( )ln( )

x y
x y x y

+→
+ + 

 

5) 
( , ) (1 ,1 )

sin( 2 3)
lim

2 3x y

x y

x y+ +→

+ −

+ −
 

 

6) 
( , ) (1,2)

2 3 1
lim

2 4x y

x y

x y→

+ − −

+ −
 

 

7) 
2

( , ) (1,1)
lim

x y

xy y

x y→

−

−
 

 

8) 
( )( )2 2

2( , , ) (0,1,2)

sin
lim

x y z

x y z

xy→

+
 

 

9) 
( ) ( )

( )2 2

2 2, 0,0 3

sin
lim

x y

x y

x y→

+

+
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 : 17-10בשאלות את הגבולות  וחשב

10) 
( )

2
2 2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 

11) 
0
0

lim | |x
x
y

y
→
→

 

12) 
3 2

2 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
 13) 

0
0

lim
x
y

x

y→
→

 

14) 
2

4 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
 15) 

3

6 20
0

lim
2x

y

x y

x y→
→

+
 

16) 
( )

2 20
0

sin
lim
x
y

xy

x y→
→

+
 17) 

2 4 40
0
0

lim
x
y
z

xyz

x y z→
→
→

+ +
 

 

 : 25-18בשאלות  את הגבולות וחשב

18) 
3

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→ +
 19) 

2 4( , ) ( , )
lim

x y

x y

x yx y→  

−

+ +
 

20) 
( )

2 2( , ) (0,0)

sin
lim

x y

xy

x y→ +
 21) 

4 4

2 2( , ) (0,0)
lim

x y

x y

x y→

+

+
 

22) 
2 2 2 2

2 2( , ) (0,0)

3 3
lim

x y

x x y y

x y→

− +

+
 23) 

( ) ( )

2 4

2 2, 0,0

4 5
lim

4x y

x y y

x y→

−

+
 

24) ( )2 2

( , ) (0,0)
lim ln

x y
y x y

→
+ 25) 

3 3 3

2 2 2( , , ) (0,0,0)
lim

x y z

x y z

x y z→

+ +

+ +
 

 .שונות מומלץ לנסות לפתור בשתי דרכים 25-ו 23-20, 18בשאלות *         

 

 הבאים:על הסעיפים  וענ (26

את הגבול  וחשב . א
3

3 20
0

lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ב
0

sin
lim 1
t

t

t→
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

sin
lim
x
y

x y

x y→
→

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה . ג
0

1
lim 1

t

t

e

t→

−
את הגבול  ו, וחשב=

3

3 20
0

1
lim

x y

x
y

e

x y→
→

−

+
. 

בגבול הידוע  ועזריה .ד
0

ln( 1)
lim 1
t

t

t→

+
את הגבול  ו, וחשב=

( )3

3 20
0

ln 1
lim
x
y

x y

x y→
→

+

+
. 

 בגוף השאלה. לא יינתן  הגבול הידוע קחו בחשבון שייתכן ש*            
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)לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (27 )
0
0

lim sin cos 1
x
y

x y
→
→

+ =. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (28

2
1

lim 4
x
y

x y
→
→

=. 

 

2לפי ההגדרה כי   וחיהוכ (29

1
4

lim 2 8
x
y

x y
→
→

=. 

 

 

 

 

 תשובות סופיות 

1) 1 

2) 
1

12
 

3) 1 

4) 0 

 . אינסוף (5

6) 
1

2
 

7) 2 

8) 5 

9) 0 

 אין לפונקציה גבול. (17 – (10

18) 0 

19) 0 

20) 0  

21) 0 

22) 3 

23) 0 

24) 0 

25) 0 

 0ד. -א (26

 שאלת הוכחה. (27

 שאלת הוכחה. (28

 .שאלת הוכחה (29
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 שני משתנים  שלרציפות של פונקציה 

 שאלות 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 1-3שאלות ב )0,0. 

 במידה והפונקציה אינה רציפה בנקודה,
   רציפה בנקודה?  האם ניתן להגדיר אותה כך שתהיה

1) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

sin
, 0,0

,

2 , 0,0

x y
x y

f x y x y

x y

 +
 

= +


=

 

 

2) ( )
( ) ( )

( ) ( )

3 3

2 2
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y

 +


+= 
 =

 

 

3) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

3
, 0,0

,

0 , 0,0

x y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 

 

)  את רציפות הפונקציות בנקודה ובדק 4-5בשאלות  )1,4. 

4) ( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

2 2

1 4
, 1,4

, 1 sin 4

0 , 1,4

x y
x y

f x y x y

x y

 − −


= − + −


=

 

 

5) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 4
, 1, 4

1 sin 4,

0 , 1,4

x y
x y

x yf x y

x y

− −


− + −= 


=

 

 

)נתון  (6 )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

sin
, 0,0

5,

0 , 0,0

mx y
x y

x yf x y

x y




+= 
 =

 קבוע. m כאשר ,

 הפונקציה רציפה בראשית?  mעבור אילו ערכים של  
  

1

פרק 21גבולות ורציפות של פונקציות של ...

122

122



 
 

 
  
  
 

 
 www.GooL.co.ilאתר וידאו היכנסו ללפתרון מלא בסרטוני  

  © גיא סלומון    –כתב ופתר   
 

)נתונה פונקציה ממשית רציפה  (7 )f f x=שאינה פונקציה קבועה ,, 

)נגדיר פונקציה חדשה  ו )
( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

4
, 0,0

5,

0 , 0,0

x y
f x y

x yg x y

x y

  −
  

+  


=

 . 

)רציפה בנקודה  g האם הפונקציה )0,0? 

 

 את הטענה הבאה:יכו או הפר וחיהוכ (8

)אם  ) ( )
0

lim , 0,
x

f x y f y
→

 ,yלכל  =

)וגם  ) ( )
0

lim , ,0
y

f x y f x
→

 ,xלכל  =

)אז  ) ( )
0
0

lim , 0,0
x
y

f x y f
→
→

=. 

 

)פונקציה   (9 ),f x y  מקיימת( ) ( )2 4 4, sinf x y x y )לכל ,+ ),x y. 

)שהפונקציה רציפה בנקודה  וחיהוכ )0,0. 

 

 )אם בכלל(, על מנת שהפונקציה  kמה צריך להיות הערך של הקבוע  (10

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
, , 0,0,0

, ,

, , 0,0,0

xyz
x y z

x y zf x y z

k x y z




+ += 
 =

 תהיה רציפה בכל המרחב? 

 

 נתון כי: (11

2מתקיים  xל לכ 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y y y−   .(y  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

2מתקיים  y לכל 1 2 1| ( , ) ( , ) | | |f x y f x y x x−   .(x  )תנאי ליפשיץ לפי המשתנה −

)כי   וחיהוכ , )f x y  .רציפה בכל המישור 

 

 :יכואו הפר וחיהוכ (12
)נתון כי   , )f x y .רציפה בכל המישור 

נגדיר פונקציה חדשה  
2

( , )
( , )

( ) 100

f x y
z x y

x y
=

− −
. 

(1,14)ידוע כי   0, (14,1) 0z z . 

1קיימת נקודה   zאז בתחום ההגדרה של  2( , )c c, 1-כך ש 2( , ) 0z c c =. 
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 תשובות סופיות 

(0,0)הפונקציה לא רציפה. אם נגדיר   (1 1f  הפונקציה תהיה רציפה., =
 הפונקציה רציפה.  (2
 גבול. בכלל הפונקציה אינה רציפה. אין לה  (3
 הפונקציה רציפה.  (4
 הפונקציה לא רציפה. אין לה בכלל גבול.  (5
1mעבור   (6    1הפונקציה רציפה, ועבורm  .הפונקציה לא רציפה 
 הפונקציה לא רציפה.  (7
 .שאלת הוכחה (8
 .שאלת הוכחה (9

10) 0k = 
 שאלת הוכחה. (11

 שאלת הוכחה. (12
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 גבולות  –סחאות ונ

0

1 1 1 1 1
0 , 0

0 0

______________________________________________________________________

0 1

______________________________________________________________________

ln

0

x

y
x

y e e e e

y x

x x x

+ −

− 

= = =  = − =
− 

= = = = 

= − −−

→− → →

ln(0 ) ln( )

______________________________________________________________________

arctan atan( ) atan(0) 0 atan( )
2 2

_____________________________________________________________________

,x

y x

y a

 

+ = −  = 

= − = − =  =

= 0

0
0 1

1 0 1

, 1 0

_____________________________________________________________________

sin sin 0 0

_____________________________________________________________________

cos

x
a

a a a a

y a a a a

y x

y

− 

− 
 

 = = = 

= =  = =

= − − − = − − −

= cos 0 1

_____________________________________________________________________

sin
0 1 0

_____________________________________________________________________

tan
1

_________________________

x

x
y

x

x
y

x

− − − = − − −

=

= − − − − − −

1

33 3

(from right)

____________________________________________

1
1 1

(1 ) 1

_____________________________________________________________________

0 0

0 0

__________________

x

x

y e e
x

y x e

y x

y x

+

 
= + 
 

= + − − −

= − − − =  = 

= − =  = 

0 0

___________________________________________________

Defined Limits:

, ( ) , , , ( ) , / ( )

Undefined Limits :

0
, , , 0 , 1 , 0 ,

0

a a a



 =   − = − + =   =    =    = 


−  


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